BỘ G T 


AO 
TẠO 


HÌNH HỌC 


Ám ^ /Ä nÀU^ 
IAO DỤC VÀ ĐÀO 


NHÀ XUẤT BẢN GIÁO DỤC VIỆT NAM 


BỘ GIÁO DỤC VÀ ĐẢO TẠO 


TRẦN VĂN HẠO (Tổng Chủ biên) 
NGUYÊN MỘNG HY (Chủ biên) 
KHU QUỐC ANH - TRẦN ĐỨC HUYÊN 


HÌNH HỌC 
12 


(Tái bản lần thứ nirời một) 


NHÀ XUẤT BẢN GIÁO DỤC VIỆT NAM 


Hãy bảo quản, giữ gìn sách giáo khoa để dành tặng cho các em học sinh lớp sau ! 


K hiệu tlùng tron sách 


` Hoợt động của học sinh trên lớp 


Bản quyền thuộc Nhà xuất bản Giáo dục Việt Nam — Bộ Giáo dục và Đào tạo. 


01-2019/CXBIPH/648-935/GD Mã số : CH202t9 


CHƯƠNG Ị 


KHỐI ĐA DIỆN 


Ê Khái niệm về khối đa diện 
9 Khối đa diện đều 
Ê Thể tích khối đa diện 


Một khối muối ăn 


Trong thực tế chúng ta thường gập những vật thể không 
gian được giới hạn bởi các đa giác như viên gạch, khối 
lập phương, kim tự tháp Ai Cập, tinh thể của một số hợp 
chất hoá học như muối ăn, phèn chua .... Những vật thể 
đó được gọi là những khối đa diện. Về mặt toán học, 
việc định nghĩa chính xác khối đa diện không đơn giản. 
Trong chương này ta chỉ giới thiệu khái niệm về khối đa 
diện, khối đa diện đều và đưa ra công thức tính thể tích 
của một số khối đa diện quen thuộc. 


§I. KHÁI NIỆM VỀ KHỐI ĐA DIỆN 


Á¿ Nhắc lại định nghĩa hình lăng trụ và hình chóp. 


1- KHỐI LĂNG TRỤ VÀ KHỐI CHÓP 


Quan sát khối rubic trong hình 1.1, ta thấy 
các mặt ngoài của nó tạo thành một hình 
lập phương. Khi đó ta nói khối rubic có 
hình dáng là một khối lập phương. Như 
vậy có thể xem khối lập phương là phần 
không gian được giới hạn bởi một hình lập 
phương, kể cả hình lập phương ấy. 


Tương tự, khối lăng trụ là phần không 
gian được giới hạn bởi một hình lăng trụ 
kể cả hình lăng trụ ấy, khối chóp là phần 
không gian được giới hạn bởi một hình 
chóp kể cả hình chóp ấy. khối chóp cụt là Hình 1.1 
phần không gian được giới hạn bởi một 

hình chóp cụt kể cả hình chóp cụt ấy. 


"Tên của khối lăng trụ hay khối chóp được đặt theo tên của hình lăng trụ hay 
hình chóp giới hạn nó. Chẳng hạn ứng với lình lăng trụ lục giác 
ABCDEF.AB'CDETF” ta có khối lăng trụ lục giác ABCDEF.ABCD'ETF,, 
ứng với hình chóp tứ giác đều S.ABCD ta có khối chóp tứ giác đều S.ABCD 
(Œh.l.2)... 


A B 


Hình 12 


“Ta cũng gọi đỉnh, cạnh, mặt, mặt bên, mặt đáy, cạnh bên, cạnh đáy... của một 
hình lăng trụ (hình chóp, hay hình chóp cụt) theo thứ tự là đỉnh, cạnh, mặt, 
mặt bên, mặt đáy, cạnh bên, cạnh đáy... của khối lăng trụ (khối chóp, hay 
khối chóp cụt) tương ứng. 


Điểm không thuộc khối lăng trụ được gọi là đểm ngoài của khối lăng trụ, 
điểm thuộc khối lăng trụ nhưng không thuộc hình lăng trụ ứng với khối lăng 
trụ đó được gọi là điển trong của khối lăng trụ. Điểm trong hay điểm ngoài 
của khối chóp, khối chóp cụt cũng được định nghĩa tương tự. 


Vídụ 


Hình 13 


Kim tự tháp ở Ai Cập là kì quan 
duy nhất trong bảy kì quan của thế 
giới cổ đại còn lại đến ngày nay, 
chúng có hình dáng là những khối 
chóp tứ giác đều. 


II- KHÁI NIỆM VỀ HÌNH ĐA DIỆN VÀ KHỐI ĐA DIỆN 
1. Khái niệm về hình đa diện 


E D S 


TS} 


c 


Hình 1.4 


Â\¿ kẻ en cc mặt của hình lăng trụ ABCDE.A'B'CDE và hình chóp S.ABCDE (h.14). 


Quan sát các hình lăng trụ, hình chóp nói ở trên ta thấy chúng đều là những hình 
không gian được tạo bởi một số hữu hạn đa giác. Các đa giác ấy có tính chất : 
# a) Hai đa giác phân biệt chỉ có thể hoặc không có điểm chung, 
: hoặc chỉ có một đỉnh chung, hoặc chỉ có một cạnh chung. 
© b) Môi cạnh của đa giác nào cũng là cạnh chung của đúng 
hai đa giác. 
Người ta còn gọi các hình đó là các hình đa diện. 


Nói một cách tổng quát hình đa diện ( gọi tắt là đa điện) là hình được tạo bởi 
mật số hữu hạn các đa giác thaä mãn hai tính chất trên. Mỗi đa giác như thế 
gọi là một mặt của hình đa diện. Các đỉnh, cạnh của các đa giác ấy theo thứ tự 
được gọi là các đỉnh, cạnh của hình đa diện (h. 1.5). 


Hình 1.5 


2. Khái niệm về khối đa diện 


` Khối đa diện là phần không gian được giới hạn bởi một hình 
đa điên, kể cả hình đa điên đó. 


Những điểm không thuộc khối đa diện được gọi là đển ngoài của khối đa 
diện. Những điểm thuộc khối đa diện nhưng không thuộc hình đa diện giới 
hạn khối đa diện ấy được gọi là điểm trong của khối đa diện. Tập hợp các 
điểm trong được gọi là miền frong, tập hợp các điểm ngoài được gọi là miền 
ngoài của khối đa diện. 


Mỗi khối đa diện được xác định bởi hình đa diện ứng với nó. Ta cũng gọi 
đỉnh, cạnh, mặt, điểm trong, điểm ngoài... của một khối đa diện theo thứ tự là 
đỉnh, cạnh, mặt, điểm trong, điểm ngoài... của hình đa diện tương ứng. 


Mỗi hình đa diện chia các điểm còn lại của không gian thành hai miền không 
giao nhau là miền trong và miền ngoài của hình đa diện, trong đó chỉ có miền 
ngoài là chứa hoàn toàn một đường thẳng nào đấy. 


ả 


Miễn ngoài 


Điểm trong 


Điểm ngoài —>‡ M 


Hình 1.6 
Ví dụ 


~ Các hình dưới đây là những khối đa diện : 


ÔZT 


Hình 17 


— Các hình dưới đây không phải là những khối đa diện : 


3) b) 9 


Hình 18 


— Những viên kim cương có hình dạng là những khối đa diện : 


Hinh 1.9 


Á;: Giải thích tại sao hình 1.8c không phải là một khối đa diện 2 
II- HAI ĐA DIỆN BẰNG NHAU 


1. Phép dời hình trong không gian 

Phép biến hình và phép dời hình trong không gian được định nghĩa tương tự 
như trong mặt phẳng. 

Trong không gian, quy tắc đặt tương ứng mối điển M với 
điểm M' xác định duy nhất được gọi là một phép biến hình 
trong không gian. 


Phép biến hình trong không gian được gọi là phép dời hình 
¡ nếu nó bảo toàn khoảng cách giữa hai điểm tuỳ ý. 


Ví dụ 

Trong không gian, các phép biến hình sau # 
Ý... Zề XAH-C ————> 

đây là những phép dời hình : 

a) Pháp tịnh tiến theo vecfø Ÿ , là phép biến M M 

hình biến mỗi điểm É thành điểm M” sao —————# 

cho 1ƒ =Ÿ (h.1.10a). Hình 1.108) 


b) Pháp đối xứng qua mặt phẳng (P), M 
là phép biến hình biến mỗi điểm 
thuộc (P) thành chính nó, biến mỗi 
điểm Ä⁄ không thuộc (P) thành điểm M, 
ẤM sao cho (P) là mặt phẳng trung H 
trực của MM” (h.1.10b). 


Nếu phép đối xứng qua mặt phẳng (P) 
biến hình (7) thành chính nó thì (P) 
được gọi là mặt phẳng đối xứng của (H). 


M' 
Hình 1.10b) 


c©) Pháp đối xứng tâm O, là phép biến hình biến điểm O thành chính nó, biến 
mỗi điểm Ä⁄ khác Ø thành điểm M” sao cho O là trung điểm của Ä⁄jM' (h.1.1 la). 
Nếu phép đối xứng tâm O biến hình (!) thành chính nó thì Ø được gọi là âm 
đối xứng của (H). 


3) b) 
Hình 1.11 

d) Pháp đối xứng qua đường thẳng A (hay phép đối xứng qua trục A), là 
phép biến hình biến mọi điểm thuộc đường thẳng A thành chính nó, biến mỗi 
điểm Äƒ Không thuộc Á thành điểm #7” sao chơ A là đường trung trực của ÄƒÄ⁄ƒ” 
(h.I.I1b). 
Nếu phép đối xứng qua đường thẳng A biến hình (#7) thành chính nó thì A gọi 
là rục đối xứng của (H). 
Nhận xét 
® Thực hiện liên tiếp các phép dời hình sẽ được một phép dời hình. 


® Phép dời hình biến đa diện (#) thành đa diện (#), biến đỉnh, cạnh, mặt của 
(H) thành đỉnh, cạnh, mặt tương ứng của (°). 


2. Hai hình bằng nhau 


Hai hình được gọi là bằng nhau nếu có một phép dời hình 
biến hình này thành hình kia. 


Đặc biệt, hai đa diện được gọi là bằng nhau nếu có một phép dời hình biến đa 
diện này thành đa diện kia. 


Ví dụ 

Phép tịnh tiến theo vectơ # biến đa diện (7) thành đa diện (7), phép đối 
xứng tâm Ø biến đa diện (#) thành đa diện (”). Do đó phép dời hình có 
được bằng cách thực hiện liên tiếp hai phép biến hình trên biến (77) thành 
(H”). Từ đó suy ra các đa diện (7), (#') và (H”) bằng nhau (h.1.12). 


(H) 


Hình 1.12 


` Cho hình hộp ABCD.ABCD: Chứng minh rằng hai lăng tụ ABD.ABD' và 
BCGD.B'CD' bằng nhau. 


IV- PHÂN CHIA VÀ LẮP GHÉP CÁC KHỐI ĐA DIỆN 
Nếu khối đa diện (H) là hợp của hai khối đa diện (H¡), (2) sao cho (H,) 
và (H;) không có chung điểm trong nào thì ta nói có thể chia được khối đa 
diện (H) thành hai khối đa diện (1) và (H), hay có thể lắp ghép hai khối 
đa diện (/7¡) và (#1) với nhau để được khối đa diện #7) (h.I.13). 


Hình 1.13 


Ví dụ. Xét khối lập phương A8CD.A'B'C”D”. Mặt phẳng (P) đi qua 8DD'B' cắt 
khối lập phương đó theo một thiết diện là hình chữ nhật 8DD'5”. Thiết diện 
này chia các điểm cồn lại của khối lập phương ra làm hai phần. Mỗi phần 
cùng với hình chữ nhật 8DD'®” tạo thành một khối lăng trụ, như vậy ta có hai 
khối lăng trụ : A8D.A'8“Ð' và BCD.B“C”D”. Khi đó ta nói mặt phẳng (P) chia 
khối lập phương A8CD.A®'C?D' thành hai khối lăng trụ A8D.A®'D' và 
BCD.BC”D.. 

Tương tự như trên ta có thể chia tiếp khối lãng trụ A8D.A“8“D' thành ba khối 
tứ diện : ADBB”, ADB”D' và AA°B“D”(h.1.14). 


Hình 1.14 


Lầm theo quá trình ngược lại ta có thể ghép khối lăng trụ 8#CD.B'C”D' và các 
khối tứ diện ADB8B”, ADB'D”, AA'#'D”' với nhau để được khối lập phương 
ABCD.ABCD.. 

Nhận xét 


Một khối đa diện bất kì luôn có thể phân chia được thành những khối tứ diện. 


BÀI TẬP 
Chứng minh rằng một đa diện có các mặt là những tam giác thì tổng số các 
mặt của nó phải là một số chẵn. Cho ví dụ. 


Chứng minh rằng một đa diện mà mỗi đỉnh của nó đều là đỉnh chung của một 
số lẻ mặt thì tổng số các đỉnh của nó phải là một số chẵn. Cho ví dụ. 


.. Chia một khối lập phương thành năm khối tứ diện. 


.. Chia một khối lập phương thành sáu khối tứ diện bằng nhau. 


Định nghĩa đa diện và khối đa diện 


Ở đầu chương, chúng ta mới chỉ trình bày sơ lược về các khái niệm đa diện 
và khối đa diện. Bây giờ ta sẽ trình bày một cách chính xác hơn những khái 
niệm đó. 

Khái niệm đa diện và khối đa diện có thể được hiểu theo nhiều cách khác 
nhau. Đa diện và khối đa diện vừa được trình bày trong chương I dựa vào định 
nglĩa sau đây. 


Định nghĩa 


Hình đa diện (gọi tắt là đa điện) là hình được tạo bởi một số hữu hạn các đa 
giác, gọi là các mặt của hình đa diện, thoả mãn các tính chất sau : 


a) Hai mặt phản biệt chỉ có thể hoặc không giao nhau hoặc có một đỉnh 
chung, hoặc có một cạnh chung. 
b) Môi cạnh thuộc một mặt là cạnh chung của đúng hai mặt. 


©) Cho hai mặt S và ®', luôn tôn tại một dấy các mặt %ụ, SỊ, .... S„ sao cho %g 


trùng với S, S„ trùng với ®' và bất kì hai mặt %;, S;„¡ nào (0 <ï<n—1) cũng 


đều có một cạnh chung. 


Các đỉnh, cạnh của mặt theo thứ tự được gọi là các đỉnh, cạnh của hình đa diện. 


Ví dụ 


Hình () trong hình 1.15 là hình tạo bởi 
hai hình lập phương chỉ chung nhau một 
đỉnh. Khi đó () không thoả mãn tính chất 
c) nên nó không phải là một hình đa diện. 
Từ định nghĩa trên, người ta chứng minh 
được định lí sau gọi là định lí Gioóc-đan 
(lordan) trong không gian. 


Hình 1.15 

Định lí 

Mãi đa điện chía các điểm còn lại của không gian thành hai miền sao cho : 

4) Hai điểm thuộc cùng một miền luôn có thể nối với nhau bằng một đường 
gấp khúc nằm hoàn toàn trong miền đó. 

b) Mọi đường gấp khúc nối hai điểm thuộc hai miền khác nhau đều có điểm 
chung với đa điện. 

©) Có một và chỉ một miền 
chứa hoàn toàn một đường 
thẳng nào đấy. 


Miễn chứa hoàn toàn một 
đường thẳng nào đấy được 
gọi là miền ngoài của đa 
diện, miền còn lại được gọi 
là miền trong của đa diện. 
Điểm thuộc miền ngoài gọi 
là điển ngoài, điểm thuộc 
miễn trong gọi là điểm trong 
của đa diện. 


Hình 1.16 


13 


“Trong hình 1.16, A là điểm trong, 8, C, D là điểm ngoài của hình đa diện (). 
Miền ngoài của () chứa đường thẳng d. 

Định nghĩa 

Đa điện cùng với miền trong của nó được gọi là một khối đa điện. 


Trong thực tế, chúng ta thường gặp những vật thể có hình dáng là những khối 
đa diện. Từ những công trình vĩ đại như kim tự tháp Ai Cập, những toà nhà cao 
tâng hiện đại đến những vật thể nhỏ như tỉnh thể của các hợp chất : đường, 
muối, thạch anh... đều là những khối đa diện. Do đó, việc nghiên cứu các khối 
đa diện không những làm phong phú thêm các kiến thức về hình học mà còn 
góp phần giải quyết nhiều bài toán thực tiễn, phục vụ cuộc sống con người. 


s2. KHỐI ĐA DIỆN LỒI VÀ 
KHỐI ĐA DIỆN ĐỀU 


1- KHỐI ĐA DIỆN LỒI 
Khi đa diện (H) được gọi là khối đa diện lôi nếu đoạn thẳng 


nối hai điểm bất kì của (H) luôn thuộc (H). Khi đó da diện 
xác định (H) được gọi là đa điện lôi (h.1.17). 


2S 
\ 
\ 

\ 

h 


Hình 1.17 


Ví dụ. Các khối lăng trụ tam 
giác, khối hộp, khối tứ diện là 
những khối đa diện lồi. 

Người ta chứng minh được 
rằng một khối đa diện là khối 
đa diện lồi khi và chỉ khi 
miền trong của nó luôn nằm 
về một phía đối với mỗi mặt 
phẳng chứa một mặt của nó Hình 1.18 
(h.1.18). 


Á., Tìm ví dụ về khối đa diện lồi 
Và khối đa diện không lói trong 
thực tế. 

II- KHỐI ĐA DIỆN ĐỀU 


Quan sát khối tứ diện đều 


(h.1.19a), ta thấy các mặt của 

nó là những tam giác đều, mỗi 

đỉnh của nó là đỉnh chung của 

đúng ba mặt. Đối với khối lập 

phương (h.l.19b), ta thấy các 

mặt của nó là những hình : 
2) 


vuông, mỗi đỉnh của nó là 

đỉnh chung của đúng ba mặt. 

Những khối đa diện nói trên Hình 1.19 
được gọi là những khối đa 

diện đều. 

Định nghĩa 

Khối đa điện đều là khối đa diện lôi có tính chất sau đây : 
a) Mãi mặt của nó là một đa giác đều p cạnh. 


b) Mãi đỉnh của nó là đỉnh chung của đúng q mặt. 


ì Khố đa diện đều như vậy được gọi là khối đa diện đều loại {p ; q}- 


Từ định nghĩa trên ta thấy các mặt của khối đa diện đều là những đa giác đều 
bằng nhau. 
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Người ta chứng minh được định lí sau : 


Định f 
Chỉ có năm loại khổ đa diện đều. Đó là loại {3 : 3. loại {4: 3]. 
ị loại {3 : 4}. loại {5 ; 3} và loại {3: 5}. 


Tuỳ theo số mặt của chúng, năm loại khối đa diện đều kể trên theo thứ tự 
được gọi là các khối tứ diện đều, khối lập phương, khối bát diện đều (hay 
khối tám mặt đều), khối mười hai mặt đều và khối hai mươi mặt đều (h. I.20). 


s 


Hình 120 


Á;, Đếm số đỉnh, số cạnh của khối bát diện đều. 


Các hình đa diện đều là những hình có vẻ đẹp cân đối, hài hoà. Các nhà toán 
học cổ đại xem chúng là những hình lí tưởng. Vẻ đẹp của chúng cũng làm 
nhiều hoạ sĩ quan tâm. Lê-ô-na-đô Đa Vin-xi (Leonardo da Vinei) hoạ sĩ 
thiên tài người I-ta-li-a đã từng vẽ khá nhiều hình đa diện trong đó có các 
hình đa diện đều. Dưới đây là hình mười hai mặt đều và hình hai mươi mặt 
đều do ông vẽ (h.I.21). 


Hình 121 


Bảng tóm tắt của năm loại khối đa diện đều 


Loại Tên gọi Số đỉnh Số cạnh Số mặt 
{3:3} | Tứ diện đều 4 6 4 
4:3) Lập phương 8 12 6 
{3:4} | Bát diện đều 6 12 8 
{5;3} Mười hai mặt đều 20 30 12 
13;5} Hai mươi mặt đều 12 30 20 

Ví dụ 


Chứng minh rằng : 

a) Trung điểm các cạnh của một tứ diện đều là các đỉnh của một hình bát diện đều. 

b) Tâm các mặt của một hình lập phương là các đỉnh của một hình bát diện đều. 
Giải 

a) Cho tứ diện đều A8CD, cạnh bằng z. Gọi 7, J, E, F, M và N lần lượt là 

trung điểm của các cạnh AC, 8D, AB, BC, CD và. DA (h.1.22a). 


Á. Chứng minh rằng tám tam giác IEF, IFM, IMN, INE, JEF, JFM, JMN và JNE là 
những tam giác đều cạnh bằng _ 


"Tám tam giác đều nói trên tạo thành một đa diện có các đỉnh là 7, J, E, F, M, W 
mà mỗi đỉnh là đỉnh chung của đúng bốn tam giác đều. Do đó đa diện ấy là 
đa diện đều loại {3 ; 4}, tức là hình bát diện đều. 


D L9 


Hình 122 ly 


b) Cho hình lập phương A8CD.A'B“C”Ð” có cạnh bằng ø (h.1.22b). 


Á, Chứng minh rằng AB'CD' là một tứ diện đều. Tính các cạnh của nó theo a. 
Gọi I, 7, E, F, M và N lần lượt là tâm của các mặt A8CD, A'B'CD”, ABBA', 
BCCSB'”, CDD'C” và DAA“D' của hình lập phương. Để ý rằng sáu điểm trên cũng 
lần lượt là trung điểm của các cạnh AC, 8D”, AB”, B'C, CD' và ⁄A của tứ diện 
đều A8“CD' nên theo câu a) sáu điểm đó là các đỉnh của hình bát diện đều. 


BÀI TẬP 


1. Cất bìa theo mẫu dưới đây (h.1.23), gấp theo đường kẻ, rồi dán các mép lại để 
được các hình tứ diện đều, hình lập phương và hình bát diện đều. 


Hình 1.23 
2. Cho hình lập phương (#7). Gọi (77') là hình bát diện đều có các đỉnh là tâm các 
mặt của (#). Tính tỉ số diện tích toàn phần của (#7) và (7`). 
3. Chứng minh rằng tâm của các mặt của hình tứ diện đều là các đỉnh của một 
hình tứ diện đều. 
4 Cho hình hát diện đền AR('DEF (h 1 24) 
Chứng minh rằng : 


a) Các đoạn thẳng AF, 8D và CE đôi 
một vuông góc với nhau và cắt nhau 


4a 
D 
tại trung điểm mỗi đường. 
b) ABFD, AEFC và BCDE là những = àwy 
F 


hình vuông. 


Hình 1.24 


Bình đa diện đều 


Câu chuyện về các hình đa diện đều mang nhiều tính huyền thoại. Người ta 
không biết được ai là người đầu tiên đã tìm ra chúng. Trong một cuộc khai 
quật, người ta đã tìm thấy một thứ đồ chơi của trẻ em có hình hai mươi mặt 
đều với niên đại cách chúng ta khoảng 2500 năm. Các nhà toán học cổ đại 
Hi Lạp thuộc trường phái Pla-tông và trước đó nữa là trường phái Py-ta-go 
(thế kỉ IV trước Công nguyên) đã từng nghiên cứu về các hình đa diện nói 
chung và các hình đa diện đều nói riêng. Các nhà toán học thời bấy giờ coi 
năm loại hình đa diện đều là những hình lí tưởng. Người ta coi bốn loại đa 
diện đều dễ dựng là tứ diện, hình lập phương, hình bát diện đều và hình hai 
mươi mặt đều, theo thứ tự tượng trưng cho lửa, đất, không khí và nước, đó là 
bốn yếu tố cơ bản (theo quan niệm của thời bấy giờ) tạo nên mọi vật. Còn 
hình mười hai mặt đều tượng trưng cho toàn thể vũ trụ. 


Không khí 


Sau này người ta còn tìm thấy các hình đa diện đều xuất hiện trong tự nhiên 
dưới dạng tỉnh thể của nhiều hợp chất. Chẳng hạn tỉnh thể của các chất 
sodium sulphantimoniate, muối ăn, chrome alum có dạng tương ứng là khối 
tứ diện, khối lập phương, khối bát diện đều. Còn hai loại hình đa diện đều 
phức tạp hơn là hình mười hai mặt đều và hình hai mươi mặt đều, xuất hiện 
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trong khung xương của một số vi sinh vật biển ví dụ : cireogonia icosahedra 
và circorrhegma dodecahedra. 


Các hình đa diện đều là những hình có tâm, trục hoặc mặt phẳng đối xứng. 
Việc nghiên cứu các phép biến hình biến mỗi hình đa diện đều thành chính nó 
đã đặt nền móng cho lí thuyết về các nhóm hữu hạn, một hướng nghiên cứu 
quan trọng của đại số. Lí thuyết này có nhiều ứng dụng trong việc nghiên cứu 
các dạng tinh thể của các hợp chất hoá học. 


Một số vi sinh vật biển 


sZ. KHÁI NIỆM VỀ THỂ TÍCH CỦA KHỐI ĐA DIỆN 


Thể tích của một khối đa diện hiểu theo nghĩa thông thường là số đo độ lớn 
phần không gian mà nó chiếm chỗ. Từ xa xưa con người đã tìm cách đo thể 
tích của các khối vật chất trong tự nhiên. Đối với những vật thể lỏng, như khối 
nước trong một cái bể chứa, người ta có thể dùng những cái thùng có kích 
thước nhỏ hơn để đong. Đối với những vật rắn có kích thước nhỏ người ta có 
thể thả chúng vào một cái thùng đổ đầy nước rồi đo lượng nước trào ra... Tuy 
nhiên trong thực tế có nhiều vật thể không thể đo được bằng những cách trên. 
Chẳng han để đo thể tích của kim tư tháp Ai Câp ta không thể nhúng nó vào 
nước hay chia nhỏ nó ra được. Vì vậy người ta tìm cách thiết lập những công 
thức tính thể tích của một số khối đa diện đơn giản khi biết kích thước của 
chúng, rồi từ đó tìm cách tính thể tích của các khối đa diện phức tạp hơn. 


1- KHÁI NIỆM VỀ THỂ TÍCH KHỐI ĐA DIỆN 


Người ta chứng minh được rằng : có thể đặt tương ứng cho mỗi khối đa diện 
(H) một số dương duy nhất Vy thoả mãn các tính chất sau : 


a) Nếu (#) là khối lập phương có cạnh bằng I thì Y là 


Ứ só= 
(Œ1) 


=W, 


b) Nếu hai khối đa diện (Z#,) và (#;) bằng nhau thì V, (H2): 


(H) 


c) Nếu khối đa diện (#7) được phân chia thành hai khối đa diện (#¡) và (H12) 


thì: Wựp = Vựy +: 


Số dương Yy nói trên được gọi /à ?hể tích của khối đa diện (7). Số đó cũng 
được gọi là thể tích của hình đa diện giới hạn khối đa diện (77). 

Khối lập phương có cạnh bằng 1 được gọi là khối lập phương đơn vị. 

Bây giờ ta sẽ xét thể tích của khối hộp chữ nhật có ba kích thước là ø, b, c. 


Ví dụ. Tính thể tích của khối hộp chữ nhật có ba kích thước là những số 
nguyên dương. 
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".... 


(1a) (HỊ) (H›) 


Hình 1.25 


Gọi (Hạ) là khối lập phương đơn vị. 


~ Ciọi (H¡) là khối hộp chứ nhật c6 ba kích thước ø= 5, Ð= I,c= 1. 


Á., Có thể chia (,) thành bao nhiêu khối lập phương bằng (7ạ) ? 


Khi đồ ta có Vy) = 5-Y(zy,) = 5 


- Gọi (H;) là khối hộp chữ nhật có ba kích thước a= 5, b= 4, c = l. 


Á; Có thể chia (77x) thành bao nhiêu khối hộp chữ nhật bằng (77¡ )2 


Khi đó ta có Ví) = #W(g,y = 4.5 = 20. 


— Gọi (H) là khối hộp chữ nhật có ba kích thước a= 5, b =4, c= 3 


Á, Có thể chía (77) thành bao nhiêu khổi hộp chữ nhật bằng (H2)? 
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Khi đó ta có Wy = 3) =3.4.5 = 60 (h.I 25). 
Lập luận tương tự như trên, ta suy ra : thể tích của khối hộp chữ nhật (#7) có 


ba kích thước là những số nguyên dương ø,b,c là Yựy= = dùbc. 


Người ta chứng minh được rằng công thức trên cũng đúng đối với hình hộp 
chữ nhật có ba kích thước là những số dương. Ta có định lí sau : 
Định 


Thể tích của một khối hộp chữ nhật bằng tích ba kích thước 
của nó. 


II- THỂ TÍCH KHỐI LÃNG TRỤ 


Nếu ta xem khối hộp chữ nhật A8CD.A'B8“C 7Ð” như là khối lăng trụ có đáy là 
hình chữ nhật A'8“C“Ð“ và đường cao AA' thì từ định lí trên suy ra thể tích của 
nó bằng diện tích đáy nhân với chiều cao. Ta có thể chứng minh được rằng 
điều đó cũng đúng đối với một khối lăng trụ bất kì (h.1.26). 


Hình 1.26 


Định f 


- Thểtích khối lăng trụ có diện tích đáy B và chiều cao h là 
V=Bì. 


III- THỂ TÍCH KHỐI CHÓP 


Đấi với khếi chón, người ta chứng minh được định lí san : 


Định í 


Thểtích khối chóp có điện tích đáy B và chiều cao h là 


V= Tụ, 
3 


Ta cũng gọi thể tích các khối đa diện, khối lăng trụ, khối chóp đã nói ở trên 
lần lượt là thể tích các hình đa diện. hình lăng trụ. hình chóp xác định chúng. 
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Á., Kim tự tháp Kê-ốp ở Ai Cập (h.1.27) được xây dựng vào khoảng 2500 năm tước Công 


nguyên. Kim tự tháp này là một khối chóp tứ giác đều có chiều cao 147 m, cạnh đáy 
dài 230 m. Hãy tính thể tích của nó. 


Hình 1.27 


Ví dụ 

Cho hình lăng trụ tam giác A8C.A“8'C”. Gọi E và F lần lượt là trung điểm của 
các cạnh AA'” và 88“. Đường thẳng CE cắt đường thẳng C“4' tại E. Đường 
thắng CF cất đường thẳng C#' tại Ƒ”. Gọi V là thể tích khối lăng trụ 
ABC.AĐ®C. 

a) Tính thể tích khối chóp C.ABFE theo V. 

b) Gọi khối đa diện (#) là phần còn lại của khối lăng trụ A8C.A'8“C” sau khi 
cắt bỏ đi khối chóp C.4BƑFE. Tính tỉ số thể tích của (#7) và của khối chóp 
C.CDT". 


giả 
a) Hình chóp C.4“8“C” và hình lăng trụ A8C.A8“C” có đáy và đường cao bằng 
1 1 , 
nhau nên W{: „g = s”” Từ đó suy ra Ứ{+ apg'y' = Mộ SNM = Tủa 


Do EF là đường trung bình của hình bình hành A884 nên diện tích ABFE 


Š 1 Ủ 
bằng nửa diện tích A8B/A'”. Do đó Vú: agr. =ẽ l⁄' apghA" =eY. (h.1.28). 


F 
Hình 128 


“ ] 2 
b) Ấp dụng câu a) ta có Vy = VAc,A'gC! — ÝC AgFE = ng = Si 


Ấ 1 3 3 
Vì EA' song song và bằng E CC” nên theo định lí Ta-lét, A” là trung điểm của 
E'C.. Tương tự, 8” là trung điểm của F“C”. Do đó diện tích tam giác C“E'Ƒ” gấp 


tạ n8 4 
bốn lần diện tích tam giác A'8C”. Từ đó suy ra W{: gg{* = 4Í{',4'g'!' = sm 


BÀI TẬP 


._ Tính thể tích khối tứ diện đều cạnh z. 


Tính thể tích khối bát diện đều cạnh a. 


Cho hình hộp ABCD.A'8'C/Ð'. Tính tỉ số thể tích của khối hộp đó và thể tích 
của khối tứ diện AC8“D”. 

Cho hình chóp %.A8C. Trên các đoạn thẳng %4, %8, %C lần lượt lấy ba điểm 
Vy Argcr _ SA. SE” 


Ử 
%.AB8C 


A”,B',C” khác với S. Chứng minh rằng 
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Cho tam giác A8C vuông cân ở A và A8 = a. Trên đường thẳng qua C và vuông. 
góc với mặt phẳng (48C) lấy điểm D sao cho CD = a. Mặt phẳng qua C vuông 
góc với 8D, cắt BD tại F và cắt AD tại E. Tính thể tích khối tứ diện CDEF theo 4. 


.. Cho hai đường thẳng chéo nhau ở và ¿”. Đoạn thẳng A8 có độ dài z trượt trên 


đ, đoạn thẳng CD có độ dài b trượt trên đ”. Chứng minh rằng khối tứ diện 
ABCD có thể tích không đổi. 


Ô 


'ẬP CHƯƠNG I 


._ Các đỉnh, cạnh, mặt của một đa diện phải thoả mãn những tính chất nào 2 


"Tìm một hình tạo bởi các đa giác nhưng không phải là một đa diện. 


"Thế nào là một khối đa diện lồi ? Tìm ví dụ trong thực tế mô tả một khối đa 
diện lồi, một khối đa diện không lồi. 


Cho hình lăng trụ và hình chóp có diện tích đáy và chiều cao bằng nhau. Tính 
tỉ số thể tích của chúng. 


Cho hình chóp tam giác O.A8C có ba cạnh ÓA, O8, ÓC đôi một vuông góc 
với nhau và ØA = a, O8 = b, ÓC :, Hãy tính đường cao Ø# của hình chóp. 


Cho hình chóp tam giác đều S.48C có cạnh A8 bằng a. Các cạnh bên SA, S8, SƠ 
tạo với đầy một góc 60. Gọi Ð là giao điểm của S4 với mặt phẳng qua 8C và 
vuông góc với $4 

a) Tính tỉ số thể tích của hai khối chóp S.Đ8C và S.AB8C. 

b) Tính thể tích của khối chóp S.28C 


Cho hình chóp tam giác S.ABC có AB = 5a. BC = 6a. CA = 7a. Các mặt bên 
SAB, SBC, SCA tạo với đáy một góc 60°. Tính thể tích của khối chóp đó. 

Cho hình chóp S.A8CD có đáy ABC?D là hình chữ nhật, S4 vuông góc với đáy 
và AB = a, AD = b, SA = c. Lấy các điểm 8”, D” theo thứ tự thuộc %8, %Ð sao 
cho A8” vuông góc với S8, AD” vuông góc với SD. Mặt phẳng (AB“D? cắt %C 
tại C”. Tính thể tích khối chóp S.A8'C'D”. 

Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD, đáy là hình vuông cạnh z, cạnh bên tạo với 


đáy một góc 60°. Gọi M là trung điểm SC. Mặt phẳng đi qua AM và song song 
với 8D, cắt SB tại E và cắt $D tại Ƒ. Tính thể tích khối chóp S.AEMF. 


10. Cho hình lăng trụ đứng tam giác A8C.A'8“C” có tất cả các cạnh đều bằng z. 
a) Tính thể tích khối tứ diện A'88“C. 
b) Mặt phẳng đi qua 4“' và trọng tâm tam giác ABC, cắt AC và 8C lần lượt tại 
E và F. Tính thể tích hình chóp C.A“8'FE. 
11.Cho hình hộp A8CD.A'8 CĐ“. Gọi E và F theo thứ tự là trung điểm của các 
cạnh 8B” và DD”. Mặt phẳng (CEF) chia khối hộp trên làm hai khối đa diện. 
Tính tỉ số thể tích của hai khối đa diện đó. 


12. Cho hình lập phương A8CD.A'B'C”Ð” cạnh a. Gọi É là trung điểm của A8”, W 
là trung điểm của 8C. 
a) Tính thể tích khối tứ diện A2MN. 
b) Mặt phẳng (DMN) chia khối lập phương đã cho thành hai khối đa diện. Gọi 
(H) là khối đa diện chứa đỉnh A, (7?) là khối đa diện cồn lại. 


lu 
Tính tỉ số —2.. 


Y9 


CÂU HỒI TRẮC NGHIÊM CHƯƠNG I 


1. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 
(A) Số đỉnh và số mặt của một hình đa diện luôn bằng nhau ; 
(B) Tồn tại hình đa diện có số đỉnh và số mặt bằng nhau ; 
(G) Tồn tại một hình đa diện có số cạnh bằng số đỉnh ; 
(D) Tồn tại một hình đa diện có số cạnh và mặt bằng nhau. 


2. Trong các mệnh đẻ sau, mệnh đẻ nào dúng ? 
Số các đỉnh hoặc số các mặt của bất kì hình đa diện nào cũng : 
(A) Lớn hơn hoặc bằng 4; (B) Lớn hơn 4; 
(C) Lớn hơn hoặc bằng 5 ; (D) Lớn hơn 5. 


3. Trong các mệnh đề sau, mệnh để nào đúng ? 
Số các cạnh của hình đa diện luôn luôn : 
(A) Lớn hơn hoặc bằng 6 (B) Lớn hơn 6 ; 
(© Lớn hơn 7 ; (D) Lớn hơn hoặc bằng 8. 
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"Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai ? 

(A) Khối tứ diện là khối đa diện lồi ; 

(B) Khối hộp là khối đa diện lồi ; 

(C) Lắp ghép hai khối hộp sẽ được một khối đa diện lồi ; 

(D) Khối lăng trụ tam giác là khối đa diện lồi. 

"Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai ? 

(A) Hai khối chóp có diện tích đáy và chiều cao tương ứng bằng nhau thì có 
thể tích bằng nhau. 

(B) Hai khối hộp chữ nhật có diện tích toàn phần bằng nhau thì có thể tích 
bằng nhau. 

(C) Hai khối lăng trụ có diện tích đáy và chiều cao tương ứng bằng nhau thì có 
thể tích bàng nhau. 


(D) Hai khối lập phương có diện tích toàn phần bằng nhau thì có thể tích bằng nhau. 


Cho hình chóp S.A8C. Gọi A' và 8” lần lượt là trung điểm của %A và S8. Khi đó 
tỉ số thể tích của hai khối chóp S.4/8“C và S.ABC bằng : 


I lÌ I l 
A)—;: B)—; GŒ)—;: D) —- 
@ðs ®. ni VN 


Cho hình chóp S.A8CD. Gọi A”, 8”, C”, D” theo thứ tự là trung điểm của SA, Sð, 
%C, $D. Tỉ số thể tích của hai khối chóp S.A“8“C”Ð” và S.ABCD bằng : 

1 1 1 
A)—3 B)—; C=š D) —: 
(A) Š ®) ẩ (@) DI (®) 


Thể tích của khối lăng trụ tam giác đều có tất cả các cạnh bằng z là : 


(A) Mạ h (B) X4 ;— () đụựa Ẹ (D) Ma, 
3 4 2 4 

Cho hình hộp A8C.A'8“C”D”. Tỉ số thể tích của khối tứ diện ACB“D” và Khối 
hộp ABCD.A'8“C'D' bằng : 

1 1 lý 1 
A)—; B)—; G) D) —- 
(A) 5 ®) 3 (@ đ (D) G 
Cho hình hộp A8CD.A8“C 7Ð, gọi O là giao điểm của AC và 8D. 
Tỉ số thể tích của khối chóp Ø.48“C”D' và khối hộp A8CD.A'B'C”D' bằng : 


| 1 I ] 
J9 B)—; tỳ =e= Đ: 
@A)>; ti Uy, th 


CHƯƠNG JIÍ 


MẶT NÓN, MẶT TRỤ, MẶT CẦU 


Ê' Mặt tròn xoay 
Ê Mặt nón tròn xoay, mặt trụ tròn xoay 
9 Mặt cầu 


Làm đồ gốm trên bàn xoay 


si. KHÁI NIỆM VỀ MẶT TRÒN XOAY 


1- SỰ TẠO THÀNH MẶT TRÒN XOAY 
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Xung quanh chúng ta có nhiều vật thể mà mặt ngoài có hình dạng là những 
mặt tròn xoay như bình hoa, nón lá, cái bát (chén) ăn cơm, cái cốc (li) uống 
nước, một số chỉ tiết máy (h.2.1)... Nhờ có bàn xoay với sự khéo léo của đôi 
bàn tay, người thợ gốm có thể tạo nên những vật dụng có dạng tròn xoay bằng 
đất sét. Dựa vào sự quay tròn của trục máy tiện, người thợ cơ khí có thể tạo 
niên những chỉ tiết máy bằng kim loại có dạng tròn xoay. Vậy các mặt tròn 
xoay được hình thành như thế nào 2 San đây chúng fa sẽ tìm hiển những tính 
chất hình học của mặt tròn xoay. 


“Trong không gian cho mặt phẳng (P) chứa 
đường thẳng A và một đường %2. Khi quay 
mặt phẳng (P) quanh A một góc 360° thì 
mỗi điểm M trên đường ⁄Ở vạch ra một 
đường tròn có tâm Ø thuộc A và nằm trên 
mặt phẳng vuông góc với A. Như vậy khi 
quay mặt phẳng (P) quanh đường thẳng A 
thì đường sẽ tạo nên một hình được gọi là 


mặt tròn xoay (h.2.2). 
Đường được gọi là đường sinh của mặt 


tròn xoay đó. Đường thẳng A được gọi là 
frục của mặt tròn xoay. 


Hình 22 
Á. Hãy nêu tên một số đồ vật mà mặt ngoài có 
hình dạng là các mặt tròn xoay. 


I- MẶT NÓN TRÒN XOAY 
1. Định nghĩa 


Trong mặt phẳng (P) cho hai 
_ đường thẳng d và A cắt nhau 
tại điển O và tạo thành góc 8 
với 0° </<90°. Khi quay mặt 
- phẳng (P) xung quanh A thì 
đường thẳng d sinh ra một mắt 
tròn xoay được gọi là mặt nón 
tròn xoay đỉnh O. Người ta 
thường gọi tắt mặt nón tròn 
xoay là mặt nón. Đường thẳng 
A gọi là trục, đường thẳng d gọi 
- là đường sinh và góc 2/8 gọi là 
: góc ở đỉnh của mặt nón đó 
(h.2.3). 


Hình 23 
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2. Hình nón tròn xoay và khối nón tròn xoay 


a) Cho tam giác @/M vuông tại ï (h.2.4). Khi 

quay tam giác đó xung quanh cạnh góc vuông Ọ 
OI thì đường gấp khúc OM tạo thành một 

hình được gọi là hình nón tròn xoay, gọi tắt là 

hình nón. 


Hình tròn tâm 7 sinh bởi các điểm thuộc cạnh 2 

1M khi /M quay quanh trục Ø7 được gọi là mặt 

đáy của hình nón, điểm Ø gọi là đỉnh của hình đZ 

nón. Độ dài đoạn Ø7 gọi là chiêu cao của hình 

nón, đó cũng là khoảng cách từ Ø đến mặt M 
phẳng đáy. Độ dài đoạn ØXM gọi là độ dài 

đường sinh của tình nón. Phần mặt tròn xoay Hình 24 

được sinh ra bởi các điểm trên cạnh ØÄ⁄ khi 


quay quanh trục Ó/ gọi là mặt xung quanh của 
hình nón đó. 


b) Khối nón tròn xoay là phân không gian được giới hạn bởi một hình nón 
tròn xoay kể cả hình nón đó. Người ta còn gọi tắt khối nón tròn xoay là khối 
nón. Những điểm không thuộc khối nón được gọi là những điển ngoài của 
khối nón. Những điểm thuộc khối nón nhưng không thuộc hình nón ứng với 
khối nón ấy được gọi là những đểm ?rong của khối nón. Ta gọi đính, mặt 
đáy, đường sinh của một hình nón theo thứ tự là đỉnh, mặt đáy, đường sinh 
của khối nón tương ứng. 


3. Diện tích xung quanh của hình nón tròn xoay 
a) Một hình chóp được gọi là nội ấp một hình nón nếu đáy của hình chóp là 
đa giác nội tiếp đường tròn đáy của hình nón và đỉnh của hình chóp là đỉnh 
của hình nón. Khi đó ta còn nói hình nón mgoạ¡ fiếp hình chóp. Ta có định 
nghĩa sau : 
Diện tích xung quanh của hình nón tròn xoay là giới hạn của 
điện tích xung quanh của hình chóp đêu nội tiếp hình nón đó 
khi số cạnh đáy tăng lên vô hạn. 


b) Công thức tính diện tích xung quanh của hình nón 


Gọi p là chu vi đáy của hình chóp đều nội tiếp hình nón và ¿ là khoảng cách 
từ đỉnh Ø tới một cạnh đáy của hình chóp đều đó thì diện tích xung quanh của 


§ I 
hình chóp đều là 5,„„ = D0. (h2.5) 


Khi cho số cạnh đáy của hình chóp đều tăng Ó 
lên vô hạn thì p có giới hạn là độ dài đường 

tròn đáy bán kính r của hình nón, ¿ có giới 

hạn là độ dài đường sinh / của hình nón. Khi 

đố ta tính được diện tích xung quanh của 

hình nón theo công thức : 


S r \ 
Vậy : Diện tích xung quanh của hình nón 


tròn xoay bằng một nửa tích của độ dài 
đường tròn đáy và độ dài đường sinh. 


Hình 25 


Người ta gọi tổng diện tích xung quanh và diện tích đáy là điện tích toàn phân 
của hình nón. 


t° Chí ý. Diện tích xung quanh, diện tích toàn phần của hình nón tròn xoay 
cũng là diện tích xung quanh, diện tích toàn phần của khối nón được giới hạn 
bởi hình nón đó. 
Nếu cắt mặt xung quanh của hình nón tròn xoay theo một đường sinh rồi trải 
ra trên một mặt phẳng thì ta sẽ được một hình quạt có bán kính bằng độ dài 
đường sinh của hình nón và một cung tròn có độ dài bằng chu vi đường tròn 
đáy của hình nón. Ta có thể xem diện tích hình quạt này là diện tích xung 
quanh của hình nón. (h.2.6) 


Ồ cơ 


Hình 26 
4. Thể tích khối nón tròn xoay 


a) Muốn tính thể tích khối nón trồn xoay ta dựa vào định nghĩa sau đây : 


Thể tích của khối nón tròn xoay là giới hạn của thể tích khối 
chóp đều nội tiếp khối nón đó khi số cạnh đáy tăng lên vô hạn. 
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b) Công thức tính thể tích khối nón tròn xoay 


Ta biết rằng thể tích của khối chóp bằng š tích của diện tích đa giác đáy và 


chiều cao của khối chớp đồ (chiều cao này cũng là chiều cao của khối nón). 
Khi cho số cạnh đáy của khối chóp đều tăng lên vô hạn thì diện tích đa giác 
đáy của khối chóp đều đố có giới hạn là diện tích hình tròn đáy của khối nón 
tròn xoay. Do đồ ta tính được thể tích của khối nón tròn xoay như sau ; 


Gọi V là thể tích của khối nón tròn xoay có diện tích đáy Ø và chiều cao h, 
ta có công thức : 


: : 2 l1 + 
Như vậy, nếu bán kính đáy bằng r thì 8 = Zr”, khi đó: WV= S85 0h 


5. Ví dụ 


Trong không gian cho tam giác vuông Ø/M vuông tại 7, góc /ØM= 302 và 
cạnh M = a. Khi quay tam giác O/M quanh cạnh góc vuông Ø7 thì đường gấp 
khúc ØMĩ tạo thành một hình nón tròn xoay. 


a) Tính diện tích xung quanh của hình nón tròn xoay đó. 
b) Tính thể tích của khối nón tròn xoay được tạo nên bởi hình nón tròn xoay 
nối trên. 
.c 
Giai 
a) Hình nón tròn xoay được tạo nên có bán kính 
đáy là a và có độ dài đường sinh Ø1 = 2a. 0 
Vậy diện tích xung quanh của Hình nón là : 


Su, 


= zrl = ~a.2q = 2d” (h.2.7). 

b) Khối nón tròn xoay có ch iêu cao h= OI= ax3 
và có diện tích hình tròn đáy là d2. 

Vậy khối nón tròn xoay có thể tích là : 


k 
V=lxs2njB-?5 v3, 
3 3 Hình 27 


Á; Cắt mặt xung quanh của một hình nón tròn xoay dọc theo một đường sinh rồi trải ra 
trên mặt phẳng ta được một nửa hình tròn bán kính R. Hỏi hình nón đó có bán kính 
r của đường tròn đáy và góc ở đỉnh của hình nón bằng bao nhiêu 2 


II- MẶT TRỤ TRÒN XOAY 


1. Định nghĩa 


Trong mặt phẳng (P) cho hai 
đường thẳng A và l song song 
với nhau, cách nhau một 
khoảng bằng r. Khi quay mặt 
phẳng (P) xung quanh A thì 
đường thẳng l sinh ra một mặt 
tròn xoay được gọi là mặt trụ 
tròn xoay. Người ta thường 
gọi tắt mặt trụ tròn xoay là 
mặt trụ. Đường thẳng A_ gọi 
là trục, đường thẳng l là 
đường sinh và r là bán kính Hình 28 
của mặt trụ đó (h.2.8). 


2. Hình trụ tròn xoay và khối trụ tròn xoay 


a) Ta hãy xét hình chữ nhật A8C7D. Khi quay hình 
đó xung quanh đường thẳng chứa một cạnh, chẳng 
hạn cạnh Að, thì đường gấp khúc ADCð tạo thành 
một hình được gọi là hình frụ tròn xoay hay cồn 
được gọi tắt là bùn írụ (h.2.9). 


Khi quay quanh A8, hai cạnh AD và 8C sẽ vạch ra 
hai hình tròn bằng nhau gọi là hai đáy của hình trụ, 
bán kính của chúng gọi là bán kính của hình trụ. 
Độ dài đoạn CD gọi là độ dài đường sinh của hình 
trụ, phần mặt tròn xoay được sinh ra bởi các điểm 
trên cạnh CD khi quay quanh 48 gọi là mặt vung 
quanh của hình trụ. Khoảng cách AB giữa hai mặt Hình 29 
phẳng song song chứa hai đáy là chiều cao của 

hình trụ. 


35 


36 


b) Khối trụ tròn xoay là phân không 
gian được giới hạn bởi một hình trụ 
tròn xoay kể cả hình trụ đó. Khối trụ 
tròn xoay cồn được gọi tắt là khối frụ. 
Những điểm không thuộc khối trụ 
được gọi là những điển ngoài của 
khối trụ. Những điểm thuộc khối trụ 
nhưng không thuộc hình trụ gọi là 
những điển trong của khối trụ. Ta 
gọi mặt đáy, chiều cao, đường sinh, 
bán kính của một hình trụ theo thứ tự Các chỉ tiết máy có dạng hình trụ 
là mặt đáy, chiêu cao, đường sinh, 

bán kính của khối trụ tương ứng. 


3. Diện tích xung quanh của hình trụ tròn xoay 


a) Một hình lãng trụ gọi là nội fiếp một hình trụ nếu hai đáy của hình lăng trụ 
ếp hai đường tròn đáy của hình trụ. Khi đó ta còn nói hình trụ „goạï tiếp 


nội 
hình lăng trụ. Ta có định nghĩa sau : 


Diện tích xung quanh của hình trụ tròn xoay là giới hạn của 
điện tích xung quanh của hình lăng trụ đều nội tiếp hình trụ 


đó khi số cạnh đáy tăng lên vô hạn. 


b) Công thức tính diện tích xung quanh của hình trụ 


Gọi p là chu vi đáy của hình lăng trụ đều nội tiếp 
hình trụ và ¡ là chiều cao của hình lăng trụ đó thì 
diện tích xung quanh của hình lăng trụ đều là : 
R} tự = ph (h.2.10). 


K 


Khi cho số cạnh đáy của hình lăng trụ đều tăng lên 
vô hạn thì p có giới hạn là chu vi hình tròn đáy 
bán kính r của hình trụ, chiều cao bằng độ dài 
đường sinh / của hình trụ. Khi đó ta tính được diện 
tích xung quanh của hình trụ theo công thức 
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Vậy : Diện tích xung quanh của hình trụ tròn xoay bằng tích của độ dài 
đường tròn đáy và độ dài đường sinh. 


Người ta gọi tổng diện tích xung quanh và diện tích của hai đáy là điện tích 
toàn phần của hình trụ. 


0s Chú ý. Diện tích xung quanh, diện tích toàn phần của hình trụ tròn xoay cũng 
là diện tích xung quanh, diện tích toần phần của khối trụ được giới hạn bởi 
hình trụ đó. 
Nếu cắt mặt xung quanh của hình trụ theo một đường sinh, rồi trải ra trên một 
mặt phẳng thì ta sẽ được một hình chữ nhật có một cạnh bằng đường sinh / và 
một cạnh bằng chu vi của đường tròn đáy. Độ dài đường sinh / bằng chiều cao 
của hình trụ. Khi đó diện tích hình chữ nhật bằng diện tích xung quanh của 
hình trụ. (h.2.I1) 


2mr 
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4. Thể tích khối trụ tròn xoay 
a) Muốn tính thể tích khối trụ tròn xoay ta dựa vào định nghĩa sau đây : 


Thể tích của khối trụ tròn xoay là giới hạn của thể tích khối lăng 
ếp khối trụ đó khi số cạnh đáy tăng lên vô hạn. 


trụ đều nội 


b) Công thúc tỉnh thể tích khối trụ tròn xoay 

Ta biết rằng thể tích của khối lăng trụ bằng tích của diện tích đa giác đáy và 
chiều cao của khối lăng trụ đó. Khi cho số cạnh đáy của khối lăng trụ đều 
tăng lên vô hạn thì diện tích của đa giác đáy của khối lăng trụ đều có giới hạn 
là điện tích của hình tròn đáy của khối trụ tròn xoay. Do đố ta tính được thể 
tích của khối trụ tròn xoay như sau : 


Gọi V là thể tích của khối trụ tròn xoay có diện tích đáy ÖØ và chiều cao Ù, ta 
có công thức : 
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Như vậy, nếu bán kính đáy bằng r thì 8 = ZrẺ, khi đồ : V = zr”h. 


Á. Cho hình lập phương ABCD.A'B'CD' cạnh a. Tính diện ích xung quanh của hình 
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trụ và thể tích của khối trụ có hai đáy là hai hình tròn ngoại tiếp hai hình vuông 
ABCD và A'B'CD'. 


5. Ví dụ 


"Trong không gian, cho hình vuông 4BCD cạnh a. Gọi 7 và #7 lần lượt là trung 
điểm của các cạnh A8 và CÐ. Khi quay hình vuông đó xung quanh trục 7 ta 
được một hình trụ tròn xoay. 


a) Tính diện tích xung quanh của hình trụ tròn xoay đó. 


b) Tính thể tích của khối trụ tròn xoay được giới hạn bởi hình trụ nói trên. 
cac 
Giát 


a) Hình trụ tròn xoay có bán kính đáy r = — và đường sinh / = a. Do đó diện 


t)ÏR 


tích xung quanh của hình trụ là : 


Šy„ = 2zrÌ= 2z 


= = a2 (h2.12). 


la 


b) Thể tích của khối trụ tròn xoay được tính theo công thức : 


2 
V=zrˆ°h= LD) = - Ũ 
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BÀI TẬP 


. Cho đường tròn tâm Ø bán kính r nằm trên mặt phẳng (P). Từ những điểm M 


thuộc đường tròn này ta kẻ những đường thẳng vuông góc với (P). Chứng minh 
rằng những đường thẳng như vậy nằm trên một mặt trụ tròn xoay. Hãy xác 
định trục và bán kính của mặt trụ đó. 

"Trong mỗi trường hợp sau đây, hãy gọi tên các hình tròn xoay hoặc khối tròn 
xoay sinh ra bởi : 

a) Ba cạnh của hình chữ nhật khi quay quanh đường thẳng chứa cạnh thứ tư. 

b) Ba cạnh của một tam giác cân khi quay quanh trục đối xứng của nó. 


ce) Một tam giác vuông kể cả các điểm trong của tam giác vuông đó khi quay 
quanh đường thẳng chứa một cạnh góc vuông. 


đ) Một hình chữ nhật kể cả các điểm trong của hình chữ nhật đó khi quay 
quanh đường thẳng chứa một cạnh. 

Cho hình nón trồn xoay có đường cao  = 20 em, bán kính đáy r = 25 cm. 

a) Tính diện tích xung quanh của hình nón đã cho. 

b) Tính thể tích của khối nón được tạo thành bởi hình nón đó. 

c) Một thiết diện đi qua đỉnh của hình nón có khoảng cách từ tâm của đáy đến 


mặt phẳng chứa thiết diện là 12 cm. Tính diện tích thiết diện đó. 


"Trong không gian cho hai điểm A, 8 cố định và có độ dài A8 = 20 em. Gọi ở là 
một đường thẳng thay đổi luôn luôn đi qua A và cách 8 một khoảng bằng 
10 cm. Chứng tỏ rằng đường thẳng ở luôn luôn nằm trên một mặt nón, hãy xác 
định trục và góc ở đỉnh của mặt nón đó. 

Mộthình trụ có bán kính đáy r= 5 cm và có khoảng cách giữa hai đáy bằng 7 cm. 
a) Tính diện tích xung quanh của hình trụ và thể tích cha khối trụ được tạo nên 

b) Cất khối trụ bởi một mặt phẳng song song với trục và cách trục 3 cm. Hãy 

tính diện tích của thiết diện được tạo nên. 


Cắt một hình nón bằng một mặt phẳng qua trục của nó ta được thiết diện là một 
tam giác đều cạnh 2a. Tính diện tích xung quanh và thể tích của hình nón đó. 


⁄. 


a) Tính diện tích xung quanh và diện tích toàn phần của hình trụ. 


Một hình trụ có bán kính r và chiều cao # 


b) Tính thể tích khối trụ tạo nên bởi hình trụ đã cho. 
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10. 


40 


c) Cho hai điểm A và Ö lần lượt nằm trên hai đường tròn đáy sao cho góc giữa 
đường thẳng A8 và trục của hình trụ bằng 30°. Tính khoảng cách giữa 
đường thẳng AB và trục của hình trụ. 

Một hình trụ có hai đáy là hai hình tròn (Ø ; r) và (Ø“ ; r). Khoảng cách giữa hai 

đáy là OOˆ= rxR. Một hình nón có đỉnh là Ø” và có đáy là hình tròn (Ø ; r). 

a) Gọi %¡ là diện tích xung quanh của hình trụ và Salà diện tích xung quanh 


.. ¬ ccske ¬. 
của hình nón, hãy tính tỉ số =L. 


K 
b) Mặt xung quanh của hình nón chia khối trụ thành hai phần, hãy tính tỉ số thể 
tích hai phần đó. 
Cắt hình nón đỉnh S bởi mặt phẳng đi qua trục ta được một tam giác vuông cân 
có cạnh huyền bằng a2. 
a) Tính diện tích xung quanh, diện tích đáy và thể tích của khối nón tương ứng. 
b) Cho dây cung 8C của đường tròn đáy hình nón sao cho mặt phẳng (8C) tạo 
với mặt phẳng chứa đáy hình nón một góc 60”. Tính diện tích tam giác %8C. 


Cho hình trụ có bán kính r và có chiều cao cũng bằng r. Một hình vuông A8CÐ 
có hai cạnh A8 và CD lần lượt là các dây cung của hai đường tròn đáy, còn cạnh 
BC và AD không phải là đường sinh của hình trụ. Tính diện tích của hình vuông 


đó và côsin của góc giữa mặt phẳng chứa hình vuông và mặt phẳng đáy. 


§2. MẶT CẦU 


SIOBEICLAI 
Y1ZE &wEIGHE 
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Trong đời sống hằng ngày chúng ta thường thấy hình ảnh của mặt cầu thông 
qua hình ảnh bề mặt của quả bóng bàn, của viên bi, của mô hình quả địa cầu, 
của quả bóng chuyền (h.2.13), v.v... Sau đây chúng ta sẽ fìm hiểu, nghiên cứu 
những tính chất hình học của mặt cầu. 


1- MẶT CẦU VÀ CÁC KHÁI NIỆM LIÊN QUAN ĐẾN MẶT CẦU 
1. Mặt cầu 
Tập hợp những điểm M trong không gian cách điểm O cố 


định một khoảng không đổi bằng r (r > 0) được gọi là mặt 
câu tâm O bán kính r (h.2.14). 


Người ta thường kí hiệu mặt cầu tâm OØ bán <ii Nà 


kính r là %( ; r) hay viết tất là (). Như vậy 
ta có mặt cầu ®(Ø ; r) ={MI OM = r} : 


~ Nếu hai điểm C, Ð nằm trên mặt cầu %(O ; r) 
thì đoạn thẳng CD (h.2.15a) được gọi là đây 
cung của mặt cầu đó. 
Hình 2.14 
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— Dây cung Aÿ đi qua tâm Ø được gọi là một đường kính của mặt cầu. Khi đó 
độ dài đường kính bằng 2r (h.2.15b). 


2) b) 
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Một mặt cầu được xác định nếu biết tâm và bán kính của nó hoặc biết một 
đường kính của mặt cầu đó. 


2. Điểm nằm trong và nằm ngoài mặt cầu. Khối cầu 

Cho mặt cầu tâm Ø bán kính r và A là một điểm bất kì trong không gian. 

~ Nếu ÓA = r thì ta nói điểm A nằm rên mặt cầu %(O ; r). 

~ Nếu ØA <r thì ta nói điểm A nằm rong mặt cầu S(O ; r). 

~ Nếu ÓA > r thì ta nói điểm A nằm ngoài mặt cầu S(O ; r). 
Tập hợp các điển thuộc mặt cầu S(O ; r) cùng với các điểm 
nằm trong mặt câu đó được gọi là khối câu hoặc hình câu 
tâm O bán kính r. 

3. Biểu diễn mặt cầu 


Người ta thường dùng phép chiếu vuông góc lên 
mặt phẳng để biểu diễn mặt cầu. Khi đó hình biểu 
diễn của mặt cầu là một hình tròn. 

Muốn cho hình biểu diễn của mặt cầu được trực 
quan người ta thường vẽ thêm hình biểu diễn của 


một số đường tròn nằm trên mặt cầu đó (h.2.16). 
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4. Đường kinh tuyến và vĩ tuyến của mặt cầu 


Ta có thể xem mặt cầu như là mặt tròn xoay được tạo nên bởi một nửa đường 
tròn quay quanh trục chứa đường kính của nửa đường tròn đó. Khi đó giao 


tuyến của mặt cầu với các nửa mặt phẳng có bờ là trục của mặt cầu được gọi 
là nh tuyến của mặt cầu, giao tuyến (nếu có) của mặt cầu với các mặt phẳng 
vuông góc với trục được gọi là vĩ ứiyến của mặt cầu. Hai giao điểm của mặt 
cầu với trục được gọi là hai cực của mặt cầu (h.2.I7). 


Vĩ tuyến 
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Á., Tìm tập hợp tâm các mặt cầu luôn luôn đi qua hai điểm cố định A và B cho trước. 


II- GIAO CỦA MẶT CẦU VÀ MẶT PHẲNG 


Cho mặt cầu %(Ø ; r) và mặt phẳng (P). Gọi Z7 là hình chiếu vuông góc của 
O lên mặt phẳng (P). Khi đó h = ØH là khoảng cách từ Ø tới mặt phẳng (P). 
'Ta có ba trường hợp sau : 


1. Trường họp h >r 


Nếu M là một điểm bất kì trên mặt 
phẳng (P) thì OM >ØÓH. Từ đó suy ra 
OM >r. Vậy mọi điểm M thuộc mặt 
phẳng (P) đều nằm ngoài mặt cầu. Do 
đó mặt phẳng (P) không có điển 
chung với mặt cầu (h.2.18). 


Hình 2 18 
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2. Trường họp h =r 
Trong trường hợp này điểm #7 thuộc mặt cầu %(Ø ; r). Khi đó với mọi điểm M 
thuộc mặt phẳng (P) nhưng khác với # ta luôn luôn có : 

OM >OH =r nênOM >r. 


Như vậy # là điểm chung duy nhất của mặt cầu %(Ø ; r) và mặt phẳng (P). 
Khi đó ta nói mặt phẳng (P) tiếp xúc với mặt cầu S(O : r) tại H (h.2.19). 
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Điểm Ở gọi là điếp điển của mặt cầu %(Ø ; r) và mặt phẳng (P), mặt phẳng 
(P) gọi là mặt phẳng tiếp xúc hay tiếp điện của mặt cầu. Vậy ta có : 


Điều kiện cần và đủ để mặt phẳng (P) tiếp xúc với mặt cầu 
- W(O ; r) tại điểm H là (P) vuông góc với bán kính OH tại 
điểm H đó. 
3. Trường hợp h <r 


Trong trường hợp này mặt phẳng cắt mặt cầu theo đường tròn tâm H, bán 


kínhiz?= ÝJr?—7 (12.20). 
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“Thật vậy, gọi M là một điểm thuộc giao tuyến của mặt phẳng (P) với mặt cầu 


S(Ó ; r). Xét tam giác vuông OMH ta có MH = ý h2, do đồ M thuộc 


đường tròn tâm # nằm trong mặt phẳng (P) và có bán kính r”= 
Đặc biệt khỉ h = 0 thì tâm O của mặt cầu thuộc mặt phẳng (P). Ta có giao 
tuyến của mặt phẳng (P) và mặt cầu %(Ø ; r) là đường tròn tâm Ø bán kính z. 


Đường tròn này được gọi là đường fròn lớn (h.2.21) 


Đường tròn lớn 
hÃ 
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Mặt phẳng đi qua tâm Ø của mặt cầu gọi là mặt phẳng kính của mặt cầu đó. 


" 2 a) Hãy xác định đường tròn giao tuyến của mặt cầu S(O ; r) và mặt phẳng (z) biết 


rằng khoảng cách từ tâm 0 đến (z) bằng = 


b) Cho mặt cầu S(O ; r), hai mặt phẳng (2) và (/ có khoảng cách đến tâm O của 
mặt cầu đã cho lần lượt là a và b (0 < a < b < r). Hãy so sánh hai bán kính của 
các đường tròn giao tuyến. 


II- GIAO CỦA MẶT CẦU VỚI ĐƯỜNG THẲNG. TIẾP TUYẾN CỦA 
MẶT CẤU 
Cho mặt cầu %(Ó ; z) và đường thẳng A . 
Gọi #ƒ là hình chiếu vuông góc của tâm OÓ trên A và đ= OH là khoảng cách 


từ Ó tới A. 
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“Tương tự như trong trường hợp mặt cầu và mặt phẳng, ta có ba trường hợp 
sau đây : 


1. Nếu đ>r thì A không cắt mặt cầu %(Ø ; r) (h.2.22), vì với mọi điểm M 


thuộc A ta đều có OM > r và như vậy mọi điểm M⁄ thuộc A đều nằm ngoài 
mặt cầu. 


X7 
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2. Nếu đ= r thì điểm #7 thuộc mặt cầu %(O ; r). Khi đó với mọi điểm Ä⁄ thuộc A 
nhưng khác với # ta luôn luôn có OØM > OH = r nên OXM > r. Như vậy # là 
điểm chung duy nhất của mặt cầu S(O ; r) và đường thẳng A. Khi đó ta nói 
đường thẳng A /iếp xức với mặt cầu S(O ; r) tại H. Điểm H gọi là điển tiếp 
xúc (hoặc fiếp điển) của A và mặt cầu. Đường thẳng A gọi là fiếp tuyến của 
mặt cầu. Vậy ta có : 


Điều kiện cần và đủ để đường thẳng A tiếp xúc với mặt cầu 
%(O ;r) tại điển H là A vuông góc với bán kính OH tại điểm 
HH đó (h.2.23). 


.. 


Hình 223 


3. Nếu đ< r thì đường thẳng A cắt mặt cầu %(Ø ; z) tại hai điểm M, W phân 
biệt. Hai điểm đó chính là giao điểm của đường thẳng A với đường tròn giao 
tuyến của mạt cầu %(Ơ ; r) và mật phẳng (Ø, A) (h.2.24). 


Hình 224 


Đặc biệt, khi đ = 0 thì đường thẳng A đi qua tâm Ø và cắt mặt cầu tại hai 
điểm A, 8. Khi đó AB là đường kính của mặt cầu (h.2.15b). 

Nhận xét. Người ta chứng mình được rằng : 

a) Qua một điểm A nằm trên mặt cầu %(Ø ; r) có vô số tiếp tuyến của mặt cầu 
đó. Tất cả các tiếp tuyến này đều vuông góc với bán kính ØA của mặt cầu tại 
A và đều nằm trên mặt phẳng tiếp xúc với mặt cầu tại điểm A đó (h.2.25). 


b) Qua một điểm A nằm ngoài mật cầu ®%(Ø ; r) có vô số tiếp tuyến với mạt 
cầu đã cho. Các tiếp tuyến này tạo thành một mặt nón đỉnh A. Khi đó độ dài 
các đoạn thẳng kẻ từ 4 đến các tiếp điểm đều bằng nhau (h.2.26). 


A 


Hình 225 Hình 226 


0 Chú ý. Người ta nói mặt câu nội tiếp hình đa diện nếu mặt cầu đó tiếp xúc với 


tất cả các mặt của hình đa diện, còn nói mặt cầu ngoại tiếp hình đa điện nếu 
tất cả các đỉnh của hình đa diện đều nằm trên mặt cầu. 


Khi mặt cầu nội tiếp (ngoại tiếp) hình đa diện, người ta cũng nói hình đa diện 
ngoại tiếp (nội tiếp) mặt câu. 
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Á: Cho hình lập phương ABCD.A'B'CD' có cạnh bằng a. Hãy xác định tâm và bán kính 
mặt cầu : 
a) Đi qua 8 đỉnh của hình lập phương. 
b) Tiếp xúc với 12 cạnh của hình lập phương. 
c) Tiếp xúc với 6 mặt của hình lập phương. 


IV- CÔNG THỨC TÍNH DIỆN TÍCH MẶT CẦU VÀ THỂ TÍCH KHỐI CẦU 


Dùng phương pháp giới hạn người ta chứng minh được các công thức về tính 
diện tích của mặt cầu và thể tích của khối cầu như sau : 


S=4ar2 


Mặt cầu bán kính r có diện tích là : 


Khối cầu bán kính r có thể tích là : 


tS Chú ý 


a) Diện tích S của mặt cầu bán kính r bằng bốn lần diện tích hình tròn lớn của 
mặt cầu đó. 


b) Thể tíchV của khối cầu bán kính r bằng thể tích khối chóp có diện tích đầy 
bằng diện tích mặt cầu và có chiều cao bằng bán kính của khối cầu đó. 


A., Cho hình lập phương ngoại tiếp mặt cầu bán kính r cho trước. Hãy tính thể tích của 
hình lập phương đó. 
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10. 


BÀI TẬP 


._ Tìm tập hợp tất cả các điểm É trong không gian luôn luôn nhìn đoạn thẳng A8 


cố định dưới một góc vuông. 

Cho hình chóp tứ giác đều S.ABCD có tất cả các cạnh đều bằng a. Hãy xác 
định tâm và bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp đó. 

"Tìm tập hợp tâm các mặt cầu luôn luôn chứa một đường tròn cố định cho trước. 


"Tìm tập hợp tâm những mặt cầu luôn cùng tiếp xúc với ba cạnh của một tam 
giác cho trước. 


Từ một điểm Ä⁄ nằm ngoài mặt cầu %(O ; r) ta kể hai đường thẳng cắt mặt cầu 
lần lượt tại A, 8 và C, Ð. 

a) Chứng minh rằng MA.MB = MC.MD. 

b) Gọi MO = d. Tính 1A.MB theo r và d. 

Cho mặt cầu %(O ; r) tiếp xúc với mặt phẳng (P) tại 7. Gọi M là một điểm nằm 
trên mặt cầu nhưng không phải là điểm đối xứng với ï qua tâm O. Từ M ta kẻ 
hai tiếp tuyến của mặt cầu cắt (P) tại A và 8. Chứng minh rằng AMB = AIB. 


Cho hình hộp chữ nhật A8CD.A'8'C“Ð' có AA'ˆ= a,AB =b,AD =c. 
a) Hãy xác định tâm và bán kính của mặt cầu đi qua 8 đỉnh của hình hộp đó. 


b) Tính bán kính của đường tròn là giao tuyến của mặt phẳng (4BCĐ) với mặt 
cầu trên. 


Chứng minh rằng nếu có một mặt cầu tiếp xúc với 6 cạnh của một hình tứ diện 
thì tổng đệ đài của các cặp cạnh đối diện của tứ diện bằng nhau 


Cho một điểm A cố định và một đường thẳng ø cố định không đi qua 4. Gọi Ø 
là một điểm thay đổi trên ø. Chứng minh rằng các mặt cầu tâm Ø bán kính 
r=ÓA luôn luôn đi qua một đường tròn cố định. 


Cho hình chóp S.A8C có bốn đỉnh đều nằm trên một mặt cầu, S4 = a, S8 = b, 


%C = c và ba cạnh SA, S8, SC đôi một vuông góc. Tính diện tích mặt cầu và thể 
tích khối cầu được tạo nên bởi mặt cầu đó. 
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P CHƯƠNG II 


. Cho ba điểm A, 8, C cùng thuộc một mặt cầu và cho biết AC = 90°. Trong 


các khẳng định sau khẳng định nào là đúng 2 
a) Đường tròn qua ba điểm A, 8, C nằm trên mặt cầu. 
b) 4 là một đường kính của mặt cầu đã cho. 
c) AB không phải là đường kính của mật cầu. 


d) AB là đường kính của đường tròn giao tuyến tạo bởi mặt cầu và mặt phẳng (48C). 


Cho tứ diện A8CD có cạnh AD vuông góc với mặt phẳng (48C) và cạnh 8D 
vuông góc với cạnh 8C. Biết AB = AD = a, tính diện tích xung quanh và thể tích 
của khối nón được tạo thành khi quay đường gấp khúc 8DA quanh cạnh AB. 


Chứng minh rằng hình chóp có tất cả các cạnh bên bằng nhau nội tiếp được 
trong một mặt cầu. 


Hình chóp S.A8C có một mặt cầu tiếp xúc với các cạnh bên S4, S8, SC và tiếp 
xúc với ba cạnh A8, 8C, CA tại trung điểm của mỗi cạnh. Chứng minh rằng 
hình chóp đó là hình chóp tam giác đều. 


Cho tứ diện đều A8CD cạnh a. Gọi #7 là hình chiếu vuông góc của đỉnh A 

xuống mặt phẳng (8CD). 

a) Chứng minh #7 là tâm đường tròn ngoại tiếp tam giác 8CD. Tính độ dài đoạn AH. 

b) Tính diện tích xung quanh và thể tích của khối trụ có đường tròn đáy ngoại 
tiếp tam giác BCD và chiều cao AT. 


Cho hình vuông A8CD cạnh z. Từ tâm Ø của hình vuông dựng đường thẳng A 


ữ 


vuông góc với mặt phẳng (ABCD). Trên A lấy điểm % sao cho Ø% = S Xác 


định tâm và bán kính mặt cầu ngoại tiếp hình chóp S.48CD. Tính diện tích của 
mặt cầu và thể tích của khối cầu được tạo nên bởi mặt cầu đó. 

Cho hình trụ có bán kính đáy r, trục ØØ”= 2r và mặt cầu đường kính ÓÓ”. 

a) Hãy so sánh diện tích mặt cầu và diện tích xung quanh của hình trụ đó. 


b) Hãy so sánh thể tích khối trụ và thể tích khối cầu được tạo nên bởi hình trụ 
và mặt cầu đã cho. 


CÂU HỎI TRÁC NGHIỆM CHƯƠNG II 


.. Cho hình lập phương A8CÐ.A“B'C”Ð' có cạnh bằng ø. Gọi % là diện tích xung 


quanh của hình trụ có hai đường tròn đáy ngoại tiếp hai hình vuông A8CD và 
A'BCP.. Diện tích S là : 


(A) Lưng (@®) za?42 ; 
() za24l3 : ®Đ) ác 


. Gọi Ÿ là diện tích xung quanh của hình nón tròn xoay được sinh ra bởi đoạn 


thẳng AC” của hình lập phương A8CD.A'8“C”Đ' có cạnh b khi quay xung quanh 
trục AA”. Diện tích Š là : 


(A) z2 ; (B) zð242 : 
(C) zð24 ; (D) zð246. 


Hình chóp S.A8C có đáy là tam giác ABC vuông tại A, có %4 vuông góc với 
mặt phẳng (A8C) và có SA = a, AB = b, AC = c. Mặt cầu đi qua các đỉnh A, 8, 
C, 8 có bán kính r bằng : 


(A) 24+b+e) ; (B) 2a?+b2+c? ; 


3 


(G) 2ø? +62 +c? H (D) a2 +bˆ+c”, 


Cho hai điểm cố định A, 8 và một điểm M di động trong không gian nhưng 
luôn thoả mãn điều kiện MAB =ø với 0 <ø <90°. Khi đó điểm M thuộc 
mặt nào trong các mặt sau : 

(A) Mặt nón; (B) Mặt trụ ; 

(C) Mặt cầu ; (D) Mặt phẳng. 


Số mặt cầu chứa một đường tròn cho trước là : 
(A)0; @®)1; 
(Ø2; (D) vô số. 
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6. 


10. 
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“Trong các đa diện sau đây, đa diện nào không luôn luôn nội tiếp được trong 
mặt cầu : 

(A) hình chóp tam giác (tứ diện) ; 

(B) hình chóp ngũ giác đều ; 

(€) hình chóp tứ giác ; 

(D) hình hộp chữ nhật. 


Cho tứ diện A8CD có cạnh AD vuông góc với mặt phẳng (ABC) và cạnh 8 
vuông góc với cạnh 8C. Khi quay các cạnh tứ diện đó xung quanh trục là 
cạnh A#, có bao nhiêu hình nón được tạo thành 2 

(A)I; (B)2; 

(G3; (D)4. 


Cho hình lập phương A8CÐ.A'B“C7D' có cạnh bằng a. Một hình nón có đỉnh là 
tâm của hình vuông A8CD và có đường tròn đáy ngoại tiếp hình vuông 
A'EC'P.. Diện tích xung quanh của hình nón đó là : 


za2Al3 xa? _ 


A : B 
@@)—p (®) 


ca mà, 


(@) 


(© 


Cho tam giác đều ABC cạnh z quay xung quanh đường cao 4# tạo nên một 
hình nón. Diện tích xung quanh của hình nón đó là : 


(A) Z4 ; (B)2Z4Ÿ; 


L_ 3 3 2 
C) —Za” ; D) —Za“. 
Gói VN 


"Trong các mệnh đề sau đây, mệnh đề nào sai ? 

(A) Mặt trụ và mặt nón có chứa các đường thẳng. 

(B) Mọi hình chóp luôn nội tiếp trong mặt cầu. 

(C) Có vô số mặt phẳng cắt mặt cầu theo những đường tròn bằng nhau. 


(D) Luôn có hai đường tròn có bán kính khác nhau cùng nằm trên một mặt nón. 


11. Cho hình trụ có bán kính đáy bằng r. Gọi Ø, Ø” là tâm của hai đáy với OO“= 2r. 
Một mặt cầu (%) tiếp xúc với hai đáy của hình trụ tại Ó và Ø'. Trong các mệnh 
đề dưới đây, mệnh đề nào sai ? 


(A) Diện tích mặt cầu bằng diện tích xung quanh của hình trụ. 


2... ä ¬.. 
(B) Diện tích mặt cầu bằng 5 diện tích toàn phần của hình trụ 
2 sử -ấu Bền ă 2c guấÖx S 
(©) Thể tích khối cầu bằng by thể tích khối trụ. 
Ất Xš cu bền S0 /#ủy : 
(D) Thể tích khối cầu bằng = thể tích khối trụ. 


12. Một hình hộp chữ nhật nội tiếp mặt cầu và có ba kích thước là ø, b, c. Khi đó 
bán kính r của mặt cầu bằng 


(À) 2k2 +b2+c2 ỹ () Ja2+b2+c2 ; 
Va2 +b2+c2 


(© \2(42+b2+cŸ) ; (D) s 


13. Một hình trụ có hai đáy là hai hình tròn nội tiếp hai mặt của một hình lập 
phương cạnh z. Thể tích của khối trụ đó là : 


L2 L3 
A)—z 7; B) —đ 7 ; 
( 2 th 

1 
(@) lung: (D) d3z. 


14. Một hình tứ diện đều cạnh ø có một đỉnh trùng với đỉnh của hình nón, ba đỉnh 
cồn lại nằm trên đường tròn đáy của hình nón. Khi đó diện tích xung quanh 
của hình nón là : 


(A) 202: (®) TƯ NG ; 


(G) 3ưu2ýš ; (D) za243. 
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15. Trong các mệnh đề sau đây mệnh đề nào sai ? 
(A) Bất kì một hình tứ diện nào cũng có một mặt cầu ngoại tiếp. 
(B) Bất kì một hình chóp đều nào cũng có một mặt cầu ngoại tiếp. 
(C) Bất kì một hình hộp nào cũng có một mặt cầu ngoại tiếp. 


(D) Bất kì một hình hộp chữ nhật nào cũng có một mặt cầu ngoại tiếp. 


16. Người ta bỏ ba quả bóng bàn cùng kích thước vào trong một chiếc hộp hình trụ 
có đầy bằng hình tròn lớn của quả bồng bàn và chiều cao bằng ba lần đường 
kính quả bóng bàn. Gọi %¡ là tổng diện tích của ba quả bóng bàn, %› là diện 


255L v3 
tích xung quanh của hình trụ. TỈ số —+ bằng : 


(A)I; ®)2; 
(©) 1,5; (D) 12. 


17. Người ta xếp 7 viên bi có cùng bán kính r vào một cái lọ hình trụ sao cho tất cả 
các viên bi đều tiếp xúc với đáy, viên bi nằm chính giữa tiếp xúc với 6 viên bi 
xung quanh và mỗi viên bi xung quanh đều tiếp xúc với các đường sinh của lọ 
hình trụ. Khi đó diện tích đáy của cái lọ hình trụ là : 


(A) 16212 ; () I8Zr2; 


(C) 97 ; (D) 36zr7. 


18. Cho ba điểm A, C, 8 nằm trên một mặt cầu, biết rằng góc ACB = 90%. Trong 
các khẳng định sau, khẳng định nào là đúng ? 
(A) A8 là một đường kính của mặt cầu. 
(B) Luôn có một đường tròn nằm trên mặt cầu ngoại tiếp tam giác A8C. 
(C) Tam giác ABC vuông cân tại Œ. 


(D) Mặt phẳng (ABC) cắt mặt cầu theo giao tuyến là một đường tròn lớn. 
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.. 


thững vấn đề có liên quan đến Rinh tuyến 
và vĩ tryến của Trái Đất 


1. Việc đánh số các kinh tuyến và vĩ tuyến 

"Trái Đất là một trong các hành tinh của Hệ Mặt Trời, có dạng hình cầu với 
bán kính z 6370 km. Đường xích đạo là vĩ tuyến dài nhất, dài khoảng 
40 076 km, chia Trái Đất thành hai phần : bán cầu Bắc và bán cầu Nam. Để 
đánh số các kinh tuyến và vĩ tuyến trên bề mặt Trái Đất, người ta phải chọn 
một kinh tuyến và một vĩ tuyến làm gốc. Kinh tuyến gốc và vĩ tuyến gốc 
đêu được ghi số 0°. Kinh tuyến gốc đi qua đài thiên văn Grin-uýt ở ngoại ô 
thành phố Luân Đôn (nước Anh), tuy hiện nay đài thiên văn này đã chuyển 
đi nơi khác, nhưng kinh tuyến gốc vẫn ở chỗ cũ. V7 fryến gốc chính là 
đường xích đạo (h.2.27). 


Xích đạo : 


„ Kinh tuyến gốc 
Vi tuyến gốc he 


Hình 227 


Những kinh tuyến nằm ở phía đông của kinh tuyến gốc là những kinh fxyến 


đông (ĐÐ) được đánh số từ 1°, 2°, ... đến 180”. Kinh tuyến 180” là kinh 
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tuyến đối diện với kinh tuyến 0°. Tương tự, những kinh tuyến nằm phía tây 
của kinh tuyến gốc là những kinh tuyến tây (T). 

Các vĩ tuyến ở phía bắc xích đạo và phía nam xích đạo theo thứ tự đều được 
đánh số từ I*, 29, .. đến 90”. Vị trí của mỗi địa điểm trên Trái Đất được xác 
định tại chỗ cắt nhau của cặp kinh tuyến và vĩ tuyến đi qua điểm đó. Ví dụ ta 
có kinh độ và vĩ độ của một điểm # là : 


25°ĐÐ 
M 
30° B. 
Với toạ độ địa lí của điểm # đó, ta hiểu rằng điểm Ä⁄ nằm trên kinh tuyến 


25° về phía đông kinh tuyến gốc và nằm trên vĩ tuyến 30” về phía bắc quả 
Địa cầu. 


2. Các khu vực giờ trên Trái Đất 


@ @Ò 
HIHHEHIIB5HJHBHHBHHHHHHHHHHMHHP.H 


Các khu vực giờ trên Trái Đất 
Hình 228 
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Trái Đất tự quay một vòng quanh trục của nó trong khoảng 24 giờ. Để tiện 
cho việc tính giờ và giao dịch trên thế giới, người ta chia bề mặt Trái Đất ra 
24 múi giờ. Mỗi khu vực có một giờ riêng, chiều rộng mỗi khu vực bằng 
15 kinh độ và lấy giờ của kinh tuyến đi qua chính giữa khu vực đó làm giờ 
chung của khu vực. Khu vực có kinh tuyến gốc đi qua được quy định là khu 
vực giờ 0. Nước Việt Nam ta ở khu vực giờ thứ 7 (h.2.28). 


Hội nghị quốc tế năm 1884 quy định khu vực có kinh tuyến gốc đi qua làm 
khu vực giờ gốc và đánh số 0. Ranh giới của khu vực này là từ kinh tuyến 
7°30' T đến 730 Ð. Từ khu vực giờ gốc về phía đông là khu vực có số thứ 
tự tăng dần (từ I, 2, 3,... đến 23) và mỗi khu vực cách nhau I giờ. Khu vực 
giờ số O trùng với khu vực giờ số 24. Về mặt nguyên tắc, giới hạn của các 
khu vực giờ là các đường kinh tuyến được đánh số, nhưng trong thực tế ở 
một số khu vực, các đường giới hạn đó lại là các đường gấp khúc để phù hợp 
với các đường biên giới quốc gia. Đối diện với khu vực giờ gốc (0 giờ) là 
khu vực số 12 và để tính ngày giờ được thuận tiện trong các hoạt động 
chung của thế giới, người ta quy định lấy kinh tuyến 180” qua khu vực giờ 
số 12 nằm giữa Thái Bình Dương làm đường chuyển (đổi) ngày quốc tế. 
Nếu đi từ phía Tây sang phía Đông qua kinh tuyến 180” thì phải lùi lại một 
ngày lịch, còn nếu đi từ phía đông sang phía tây qua kinh tuyến 180° thì 
phải tăng thêm một ngày lịch. 


3. Các vĩ tuyến đặc biệt : các vòng cực và các chí tuyến 


Trong khi quay quanh Mặt Trời, trục Trái Đất luôn nghiêng và không đổi 
phương, có lúc nghiêng bán cầu Bắc, có lúc nghiêng bán cầu Nam về phía 
Mặt Trời. Do đường phân chia sáng tối không trùng với trục Bắc — Nam của 
Địa cầu nên ở bán cầu Bắc và ở bán cầu Nam có hiện tượng ngày đêm dài 


ngắn khác nhau. 


Các địa điểm nằm trên đường xích đạo (ở vĩ tuyến 0°), quanh năm lúc nào 
cũng có ngày đêm dài như nhau. 


Vào ngày 22~6 (tức là ngày hạ chí) các địa điểm từ vĩ tuyến 66933' Bắc 
đến cực Bắc và vào ngày 22-12 (tức là ngày đông chí) các địa điểm từ vĩ 
tuyến 66°33' Nam đến cực Nam có ngày hoặc đêm dài suốt 24 giờ. Các vĩ 
tuyến 66°33. Bắc và Nam của hai bán cầu được gọi là Vòng cực Bắc và 


Vòng cực Nam. 
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Vào ngày hạ chí, Mặt Trời chiếu thẳng góc vào vĩ tuyến 23927' Bắc và vào 


ngày đông chí Mặt Trời chiếu thẳng góc vào vĩ tuyến 23°27' Nam. Các vĩ 
tuyến này lần lượt được gọi là Chí tuyến Bắc và Chí tuyến Nam (h.2.29). 


22-6 22-12 


Hình 229 


Vào các ngày 2l—3 (tức là ngày xuân phân) và ngày 23-9 (tức là ngày thu 
phân) hai bán cầu nhận được góc chiếu như nhau của Mặt Trời, do đó tiếp thu 
được một lượng nhiệt và ánh sáng như nhau (h.2.30). 


Hình 230 


Các chí tuyến và các vòng cực là những vi tuyến đặc biệt làm ranh giới phân 
chia bể mặt Trái Đất ra năm vành đai nhiệt song song với xích đạo. Tương 
ứng với năm vành đai nhiệt, người ta chia Trái Đất ra năm đới khí hậu sau đây 
(h2.31): 


uc Nam 


Hình 231 


* Nhiệt đới chứa xích đạo giới hạn từ vĩ tuyến 23927 Bắc đến vĩ tuyến 
23927' Nam. Đó là miền giữa hai Chí tuyến Bắc và Chí tuyến Nam. Đây là 
vùng khí hậu nóng. 

* Ôn đới gồm có hai đới khí hậu, bao gồm từ Chí tuyến Bắc đến Vòng cực 
Bắc và từ Chí tuyến Nam đến Vòng cực Nam. Đây là hai khu vực có lượng 
nhiệt trung bình và có bốn mùa thể hiện rất rõ trong năm. 

* Hàn đới gồm hai đới khí hậu từ Vòng cực Bắc đến cực Bắc, Vòng cực 
Nam đến cực Nam. Đây là hai khu vực giá lạnh và có băng tuyết hầu như 
quanh năm. 

Như vậy sự phân hoá khí hậu trên bể mặt Trái Đất phụ thuộc vào nhiều yếu 

tố, trong đó có sự phân hoá theo vĩ độ. 
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4. Vị trí của nước Việt Nam 
Xem bản đồ khu vực Đông Nam Á, chúng ta dễ dàng nhận thấy rằng vùng đất 
liền của nước Việt Nam ở vào vùng kinh tuyến từ 102°10' Ð đến 109°24' Ð 


và ở vào vùng vĩ tuyến từ 8°34' B đến 23°23' B(h.232). 


Bản đồ khu vực Đông Nam Á 


Hình 232 


CHƯƠNG JIIÍ 


PHƯƠNG PHÁP TOẠA ĐỘ 
TRONG KHÔNG GIAN 


$ Hệ toạ độ trong không gian 
$* Phương trình mặt phẳng 
Phương trình đường thẳng 


Trụ sở Liên Hiệp Quốc tại Niu Oóc (New York) 
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sI. HỆ TOẠ ĐỘ TRONG KHÔNG GIAN 


_—<=.— c= 


Trái Đất và Tram vũ trụ ISS (International Space Station) trong không gian 


I- TOẠ ĐỘ CỦA ĐIỂM VÀ CỦA VECTƠ 


1. Hệ toạ độ 

Trong không gian, cho ba trục xØY, yOy, 
ZOz vuông góc với nhau từng đôi một. Gọi 
¡, j, k lần lượt là các vectơ đơn vị trên các 
trục 4Ø, yOy, z⁄Oz. 

Hệ ba trục như vậy được gọi là hệ irực foq 
độ Đêcác vuông góc Oxyz trong không 


gian, hay đơn giản được gọi là hệ foqạ độ 
OØxyz (h.3.1). 


Hình 3.1 


Điểm Ø được gọi là gốc foạ độ. 


Các mặt phẳng (Oxy), (Oyz), (Ozx) đôi một vuông góc với nhau được gọi là 
các mặt phẳng toạ độ. 


Không gian với hệ toạ độ Ovyz còn được gọi là không gian Oxyz. 


Vì 7, 7, k là ba vectơ đơn vị đôi một vuông góc với nhau nên : 


-š 


và ñj=/jE=k7=0, 


Á. Trong không gian 0xyz, cho một điểm M. Hãy phân tích vectơ OM theo ba vectơ 
không đồng phẳng Ỹ ñ Ÿ đã cho tên các trục Ox, Oy, Oz. 


2. Toạ độ của một điểm 


"Trong không gian Oxyz, cho một điểm AM tuỳ ý. Vì ba vectd ý, j, È không 
đồng phẳng nên có một bộ ba số (v ; y; z) duy nhất sao cho : 


oM =xÍ+yj+zÈ (®h43.2). 


Ngược lại, với bộ ba số (v ; 
thoả mãn hệ thức OM=: 


"Ta gọi bộ ba số (v z) đó là toạ độ của điểm M đối với hệ trục toạ độ Øxyz 


đã cho và viết : 


M =(x:y; =) hoặc M(v; y; z). 
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3. Toạ độ của vectơ 
"Trong không gian Øxyz cho vectơ #, khi đó luôn tôn tại duy nhất bộ ba số 
(4i; 42; đ;) sao cho : đ= đị+ay j+aE. 
Ta gọi bộ ba số (ai; đ : ứa ) đó là føq độ của vectơ ä đối với hệ toạ độ Øxyz 
cho trước và viết đ = (ai: 2; d;) hoặc đa: đ>; d3). 
Nhận xét. Trong hệ toạ độ Oxy=, toa độ của điểm # chính là toa độ của vectơ OM. 
Tacố: M=(x;y;z) ©® 5M =(x;y;2). 

ẠÁ., Trong không gi giàn Óx Oxyz, nhị cho hình hộp chữ nhật ABCD.. ha có đỉnh A trùng với 

gốc O, có AB, AD, AA” theo thứ tự cùng hướng với bị ? k và có AB=a, 


AD = b, AA' = c. Hãy tính toạ độ các vectơ AB, AC, AC và AM với Mià trung 
điểm của cạnh CD'. 


II- BIỂU THỨC TOA ĐỘ CỦA CÁC PHÉP TOÁN VECTƠ 
Định f 
Trong không gian Oxyz cho hai vectơ đ= (di: dx: dy) và 
P=(ị: bạ; by). Ta có : 
4) đ+b= (ai +hị: da +ba; a; + bạ), 
b) ả-b= (ai—hị; đạ— bạ; asT— b3), 
c) kđ= k(ai: đa ;d3)= (ai; kaa; kax) 
với k là một số thực. 
Cfting minh: 
Theo giả thiết: Z =a#+ øj+ NN: › b~ b¬+ bj+byjE, 
> ẩ+b=(m +bịJŸ+(8s +b3)j+(4& +hị)k. 
Vậy 8uP5 (ma+bi; dy+bx; da +bhạ). 


Chứng minh tương tự cho trường hợp b) và c). 


Hệ quả 


a) Cho hai vectơ đ= (ái; đ;; đ;) và b= (hị 3 bạ; by) : 


b)Vectơ 0 có toa độ là (0 ; 0 ; 0). 

c) Vái b+Ö thì hai vectơ ä và b cùng phương khi và chỉ khi 
có một số k sao cho : ai = kbị, d› = kb», ds = kbš . 

d) Trong không gian OAy-, nếu chờ hai điểm AC 4s VÀ 2A) › 
B(Xp: Yg; Zpg) thì : 
° AB =OB~ OÄ=(xg— xạ: Yg—YA¡Zg—ZA)- 
© Toa độtrung điển M của đoạn thẳng AB là 


(=2 .JA+g , 3) 


2 2 2 


III- TÍCH VÔ HƯỚNG 
1. Biểu thức toạ độ của tích vô hướng 
Định 
Trong không gian OwW, tích vô hướng của hai vectđ 


đ= (4|; đa; đ;) và bệ (hị: b›; bx) được xác định bổ công thức 


85 =a 


Chứng minh: 


ab= (+4; j+aE) “(bị +b› j+b;k) 


- +¬ T ¬¬ 
apbii +atbai.j+apbaik+aahi j + 


¬ T¬ = T¬ „2 
+ aab2 j +daaba jk+aa3b|ki+aabak.j+asbak. 
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¬2 _  .. 


Vì  =ÿ =È =lvàj=j#=EFÏ= 0 nên 


đb= aihị + ayba + aaba,. 
2. Ú) ng dụng 
a) Độ dài của một vectơ. Cho vectơ đ= (4; đ›; 43). 


Ta biết rằng |zƑ =8 hay |đ|= #2. Do đó 


lì = \¿ F đ + d w 


b) Khoảng cách giữa hai điểm. Trong không gian Oxyz, cho hai điểm 
AŒA: và: z4) và 8(xp: yạ: zg). Khi đó khoảng cách giữa hai điểm A và 


8 chính là độ dài của vectơ AB. Do đó ta có : 


AB =[AB|=a|(xg ~ xạ Ÿ +(s —yA} +(sg—za Ÿ 


©c) Gác giữa hai vectơ. Nếu @ là góc giữa hai vectơ đ=(ã ¡đa¡đx) Và 
ỷ .. äb : 
b=(h;bz; b„) với a và b khác 0 thì cos@= =r: Do đó : 

zÏ.|n 


aibi +aab› + asbx 


2. 2. 2 b2. ,2 .,2 
ai{ +a5 +đš Alb[ +bã +bš 


cosØ= cos(Z, D = 


"Từ đó ta suy ra đLb œ aphị + asby +aab; = 0. 


Á., Với hệ toạ độ Oxyz trong không gian, cho đ = (3; 0; 1), b= (;-1;-2), 
¿ =(2;1;~—1). Hãy tính đ.(5+¿) và |a + |. 


IV- PHƯƠNG TRÌNH MẶT CẦU 


Định f 
Trong không gian O. 
có phương trình là : 


, mặt cầu (S) tâm l(a ; b ; c) bán kính r 
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Chứng trinit 
Gọi M(x ; y; z) là một điểm thuộc mặt cầu (5%) tâm 7 bán kính r (h.3.3). 


Khi đó : M e (9) e |IM|=r 


2 2 2_— 2 
<(6=aÿ +-j}ˆ+Gœ-c} =r”. 
Do đó (x— ø)ˆ +@-~b)*+(Œ-e)Ÿ =r? là phương trình của mặt cầu (%). 


M(x;y;Z) 


4 
1a;Ðb ;c) 


Hình 33 


Á, Viết phương trình mặt cầu tâm I(1 ; ~2 ; 3) có bán kính r= 5. 


Nhận xét. Phương trình mặt cầu nói trên có thể viết dưới dạng : 


2 


9 2 an 2 ^ 2 ˆ 
VÝ+y“+=“—2ãv—2hy =+dJi=0 với d= a“ +hF+c “TT 


Từ đố người ta chứng minh được rằng phương trình dạng 
x2+y?+z?+2Av+28y+2Cz+D=0 với điểu kiện A?+82+C?—D>0 
là phương trình của mặt cầu tâm !-A ; -B ; -C) có bán kính 


r=ÝA?+B?+C2-D. 


Ví dụ. Xác định tâm và bán kính của mặt cầu có phương trình : 


2,3. 2 
x*#y +z”+4x-2y+6:+5=0. 
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Giải 
Phương trình mặt cầu đã cho tương đương với phương trình sau : 
(x+2)?+(y-ĐÊ+(z+3)2 =32. 


Vậy mặt cầu đã cho có tâm I = (—2 ; I ;—3), bán kính r = 3. 


BÀI TẬP 
Các bài tập sau đây đều xét trong không gian Øxyz. 
1. Chobavectơđ =(;~5;3),b =(0;2;—1), Ÿ =(1;7; 2). 
a) Tính toạ độ của vectơ ả= 4-30 LẠ 5 
b) Tính toạ độ của vectơ £ =đ~— 4b—2E. 


2. Cho ba điểm A =(1 ;—1;1),8=(0;1;2),C=(1;0; 1). 
"Tìm toạ độ trọng tâm Œ của tam giác ABC. 


3. Cho hình hộp ABCD.A'B'CĐ' biết A = (1; 0; 1), =(2;:1:2),Ð=(1:—1; D), 
C”= (4;5;—5). Tính toạ độ các đỉnh cồn lại của hình hộp. 


5. Tìm tâm và bán kính của các mặt cầu có phương trình sau đây : 
a)AX +y +z7— 8x—-2y+ =0; 
b) 317 + 3y” + 3z7— 6v + 8y + 15z— 3 =0. 
6. Lập phương trình mặt cầu trong hai trường hợp sau đây : 
a) Có đường kính A8 với A =(4;—3 ; 7), =(2; 1:3). 
b) Đi qua điểm A = (5 ;—2 ; l) và có tâm C = (3 ;—3 ; l). 
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§2. PHƯƠNG TRÌNH MẶT PHẲNG 


Trong hình học không gian ở lớp II ta đã biết một số cách xác định mặt 
phẳng, chẳng hạn như xác định mặt phẳng bằng ba điểm không thẳng hàng, 
bằng hai đường thẳng cắt nhau, .... Bây giờ ta sẽ xác định mặt phẳng bằng 
phương pháp toạ độ. 


.... điểng ¬ 


Các bức tường của toà nhà cao tầng hiện đại 
cho ta hình ảnh của mặt phẳng trong không gian 


1- VECTƠ PHÁP TUYẾN CỦA MẶT PHẲNG 


Định nghĩa 


Cho mặt phẳng (ở). Nếu vectơ ñ khác ổ và có giá vuông 
góc với mặt phẳng (ø) thì ñ được gọi là vectơ pháp tuyến 


của (ở). 
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0s Chú ý. Nếu ï là vectơ pháp tuyến của một mặt phẳng thì k; với & #0, cũng 
là vectơ pháp tuyến của mặt phẳng đó. 
đài toán. 
Trong không gian Øvyz cho mặt phẳng (2) và hai vectơ không cùng phương 
đ=(ái; ax; a3), b=(bị: by; by) có giá song song hoặc nằm trong mặt phẳng 
(2). Chứng minh rằng mặt phẳng (2) nhận vectơ 
ñ=(asby — aybs; aabi —aiby: aiba — asb| ) 
làm vectơ pháp tuyến. 
giải 
Tacó: đ= ai(asbx — aaba )+ a2 (aahbị — ah )+ a3(aba — đa ) 
= (aasba — asaba ) +(a3aiba — a dyb2)+ (ayaabt — asaah| ) 
=0. 
Tương tự b.8= 0. 


Vậy vectơ ï vuông góc với cả 


» 


hai veetơ ä và b, có nghĩa là ? 
giá của nó vuông góc với hai 
đường thẳng cắt nhau của mặt 

bả 


phẳng (#) (h.3.4). Suy ra giá 
của ï vuông góc với mặt 


phẳng (2). Vì đ, b không 
cùng phương nên các toạ độ 
của 7 không đồng thời bằng 0, 


suy ra 0. Do đó vcctơ ¡ï là 
một vectơ phấp tuyến của mặt Hình 34 
phẳng (2). 
Vectơ ï xác định như trên được gọi là tích có hướng (hay tích 
vectØ) của hai vectơ ä và b, kí hiệu là n=ad^Ab hoặc 


ï =[ä, bỊ. 


Á., Trong không gian 0xyz cho ba điểm A(2 ; -1 ; 3), B(4 ; 0 ; 1), €(-10 ; 5 ; 3). Hãy 
tim toạ độ một vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (ABC). 
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II- PHƯƠNG TRÌNH TỔNG QUÁT CỦA MẬT PHÁNG 
đài toán 1 


"Trong không gian Oxyz cho mặt phẳng (2) đi qua điểm Mẹ (Xọ ; Yo ; zạ) và nhận 


ñ(A ;B; C) làm vectơ pháp tuyến. Chứng minh rằng điều kiện cần và đủ để 
điểm ẤM(x ; y; z) thuộc mặt phẳng (2) là : 


A(x — xạ) + By - yạ) + CŒ — zạ) = 0. 
Giải 
“Ta có MạM =(Y—%e; Yy—7e ¡z — zạ) (h.3.5) 
Me(ø)© MạMC(ø) © ñ_L MạM 
© ñ.MạM=0 
© A(x-xg) +(y~ yạ) + CŒ — zạ) = 0. 


" 
" 


Hình 35 
đài toán 2 
Trong không gian Øxyz, chứng minh rằng tập hợp các điểm M⁄(v ; y ; z) thoả 
mãn phương trình Av + 8y + Cz + D = 0 (trong đó các hệ số A, 8, C không 
đồng thời bằng 0) là một mặt phẳng nhận vectơ 7 = (A ; 8 ; C) làm vectơ 
pháp tuyến. 


giải 
Ta lấy điểm (xạ : yọ : zạ) sao cho A+xạ + Byạ + Czạ + D = 0 (chẳng hạn nếu 


ệ D 
A #0 thì ta lấy xạ = BrT ¡ 3o = Zạ =0). 


7I 


Gọi (2) là mặt phẳng đi qua điểm Mẹ và nhận ñ_=(A;B; C) làm veetơ pháp 
tuyến. Ta cố : 


M c(#) © A(x~ xạ) + B(yT yạ) +CŒ — zạ)=0 
© Avx+iy+C=~ (Avg + Byạ + Czạ) =0 
© Av+By+Cz+D=0 vì D=- (Aq + Byạ + C*ạ). 


"Từ hai bài toán trên ta có định nghĩa sau. 


1. Định nghĩa 


Phương trình có dạng Av + By + Cz + D=0,trong đó A, B, C 
¡' không đông thời bằng 0, được gọi là phương trình tống quát 
của mặt phẳng. 


Nhận xét 

a) Nếu mặt phẳng (Z) c6 phương trình tổng quát là Av + 8y + Cz + D =0 thì 
nó có một vectơ pháp tuyến là 7 (4; 8; C). 

b) Phương trình mặt phẳng đi qua điểm Me(Y : Yọ : zạ) nhận vectơ ñ(A;B;C) 
khác 0 làm vectơ pháp tuyến là A(x — xạ) + 8(y - yạ) + CŒ — zạ) =0. 


Á, Hãy tìm một vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (2) : 4x— 2y— 6z + 7 = 0. 


Á, Lập phương trình tổng quát của mặt phẳng (MNP) với M(1 ; 1; 1), N4; 3 ;2), 


P\5;2 ; 1). 


2. Các trường hợp riêng 

“Trong không gian Øxyz cho mặt 
phẳng (2) : 
Ax+By+Cz+D=0. (l) 

a) Nếu D = 0 thì gốc toạ độ O 
có toạ độ thoả mãn phương trình 
của mặt phẳng (2). Vậy (2) đi 
qua gốc toạ độ Ó (h.3.6). 


b) Nếu một trong ba hệ số A, 8, C bảng 0, chẳng hạn 4 = 0 thì mặt phẳng (2) 


có vectơ pháp tuyến là 7 = (0 ; 8 ; C). Ta có bàn =0.Do S là vectơ chỉ 


phương của Øx nên ta suy ra (Z) song song hoặc chứa trục Øx (h.3.7a). 


Ax+(Œz+D=0 


a) b) ©) 
Hình 37 


Á, Nếu B = 0 hoặc C = 0 thì mặt phẳng (z) có đặc điểm gì ? 
c) Nếu hai trong ba hệ số A, 8, C bằng 0, ví dụ A = 8 = 0 và C # 0 thì từ 


trường hợp b) ta suy ra mặt phẳng (2) song song với Øx và Øy hoặc (2) chứa 
Øx và Oy. Vậy (Z) song song hoặc trùng với mặt phẳng (Øxy) (h.3.8a). 


8) b) © 


Hình 38 
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Á; Nếu A = €= 0 và B z 0 hoặc nếu B = € = 0 và A # 0 thì mặt phẳng (2) có đặc 
điểm gì ? 


Nhận xét 

Nếu cả bốn hệ số A, 8, Œ, D đều 
¿ D 

khác 0 thì bằng cách đặt z = Bru 


D D 1 
ĐC c=-=, ta có thể đưa 


phương trình (1) về dạng sau đây : 


Khi đó mặt phẳng (2) cắt các trục 
Ox, Oy, O: lần lượt tại các điểm Hình 3.9 
có toạ độ là (z; 0; 0),(0;b; 0), 

(0:0; c). Người ta còn gọi phương 

trình (2) là phương trình của mặt 

phẳng theo đoạn chắn (h.3.9). 


Ví dụ. Trong không gian Øxyz cho ba điểm M(I ;0 ; 0), N(0; 2; 0), P(0; 0 ; 3). 
Hãy viết phương trình mặt phẳng (MNP). 

giả 
Áp dụng phương trình của mặt phẳng theo đoạn chắn, ta có phương trình của 


mặt phẳng (MP) là : 


x „ # 
ch cẺa Í hay 6x t9ysoãu =iốicÕ: 
lL 3 3 


HI- ĐIỀU KIỆN ĐỂ HAI MẶT PHẲNG SONG SONG, VUÔNG GÓC 


Á; Cho hai mặt phẳng (z) và (/ có phương trình 
(2): x— 2y + 3z+ 1=0, 
(8:2x—4y+6z+1=0. 


Có nhận xét gì về vectơ pháp tuyến của chúng ? 
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Trong không gian Øxyz cho hai mặt phẳng (đi) và (#;) có phương trình 
(đi) :Aix+ By + Cịz + Dị =0, 
(#2) : Aav + B;y+ C2z + D› =0. 
Khi đó (i) và (Zz) có hai vectơ pháp tuyến lần lượt là 
ñì =(Ai:Bi:C)), 
1 =(4;;B;; C2). 


Ta xét điều kiện để hai mặt phẳng (Z¡) và (22) song song hoặc vuông góc 


với nhau. 


1, Điều kiện để hai mặt phẳng song song 


m 
=š 
k2 
Hình 3.10 


"Ta nhận thấy hai mặt phẳng (Z¡) và (Z+) song song hoặc trùng nhau khi và 
chỉ khi chúng cùng vuông góc với một đường thẳng, nghĩa là khi và chỉ khi 
hai veetơ pháp tuyến 7, và ï; của chúng cùng phương (h.3.10). 


Khi đó ta có : 7, =k?». 
Nếu DỊ =kD; thì ta có (đi ) trùng với (đa). 


Nếu Dị #kD; thì (Zi) song song với (Z2). 
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Vậy ta suy ra 
ñị =, 


(j)//(2;) © Đ,#kÐ, 


(AI: Bị: C)=kQ42; B2; C:) 
Dị #kD¿. 
: ñị = kh, 
đi)=(đ+)<© le 
(4255)?  p, =kp, 
(AI; Bị; CŒ)=kC4s; B2; C2) 
Dị =kD›. 


tt Chú ý 


(đi) cắt(#„) © ï # ki, (h3.11) 


S©(A; B1; C)#k(A;; B„; C2). 


n 


cš 
v m% 


Hình 311 


Ví dụ. Viết phương trình mặt phẳng (2) đi qua điểm M(I ;—2 ; 3) và song 
song với mặt phẳng (/) : 2v 3y +z + 5 = 0. 


giải 
Vì mặt phẳng (2) song song với mặt phẳng (Ø nên (2) có vectơ pháp tuyến 
ñ=(@2;~3; l). Mặt phẳng (2) đi qua điểm M(I ; 2; 3), vậy (2) có phương trình : 


2(qx— l)~ 3(y +2) + I(z— 3)= 0hay 2v— 3y+z— II=0 
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2. Điều kiện để hai mặt phẳng vuông góc 


Hình 312 


"Ta nhận thấy hai mặt phẳng. (Z¡) và (Zs ) vuông góc với nhau khi và chỉ khi hai 
vectơ pháp tuyến ñ và ñ tương ứng của chúng vuông góc với nhau (h.3.12). 
Vậy ta có điều kiện : 
(đi)-L (4s) © T2 =0 
© AiAs+BB; + C¡Cs =0. 
Ví dụ. Viết phương trình mặt phẳng (Ø) đi qua hai điểm A(3 ; I ;—1), 8(2;—I1 ; 4) 
và vuông góc với mặt phẳng (/) có phương trình : 
2r-y+3:—-1=0. 
Giải 
Gọi ñp là vectơ pháp tuyến của mặt phẳng (/). Hai vectơ không cùng phương có 
giá song song hoặc nằm trên ( Z) là : 
AB= (~l ¡=2 ¡ 5) và ñg = (2: :3). 
Do đó mặt phẳng (Z) có vectơ pháp tuyến : 
= ABAñ„ =(—1;13;5). 
Vậy phương trình của (2) là : 


—lŒ@- 3)+ I3(y— I) + 5( + I)=0 & x— 13y- 5z+5 =0. 


dP 


IV- KHOẢNG CÁCH TỪ MỘT ĐIỂM ĐẾN MỘT MẠT PHẢNG 
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Định 

Trong không gian Oxyz, cho mặt phẳng () có phương trình 
Ax+ By+Cz+ D=0 và điển MeCvg:yYạ:zạ). Khoảng cách 
từ điểm Mẹ đến mặt phẳng (ø), kí hiệu là d( Mẹ. (4)), được 


tính theo công thức : 


+ +?Ø| 


|Axo + By + 
đ( Mạ. (2)) = 


Chứng minh: 


Gọi M¡(xị ; yị ; z¡) là hình chiếu 


1g 
vuông góc của Mẹ trên (2) (h.3.13). 


*ỷ 


Xét hai vectơ 


U) 
và ï =(A;B;C),ta thấy M,Mẹ và  ⁄4À 
ï cùng phương vì giá của chúng 

cùng vuông góc với (Z). Suy ra : 


qc = Œạ — XI ; Yp — | ¡ Zg —Z 


Hình 313 


“leo x1 #Os vÐ!C(ạ zi| 
= |Axo + Byạ + Czạ +(ŸAx, — Byi — Csị |. q) 
Mặt khác vì M, thuộc (2) nên ta có : 
Aywi+Byp+Czp+D=0 


hay D=-Axi - Byi — Cị. (2) 


“Thay (2) vào (1) ta được 'MỊ| |7[=|Axe +8»ụ + Co + DỊ 


Gọi khoảng cách từ điểm Mạ đến mặt phẳng (2) là đ( Mẹ, (2). 


Vậy đ( Mạ, (2)) = II 


|Avg + Byạ + Czg + DỊ 
-] 0 0 0 | 


lÌ 


Ví dụ 1. Tính khoảng cách từ gốc toạ độ và từ điểm Ä⁄(I ; -2 ; 13) đến mặt 
phẳng (Z) : 2v— 2y— z+ 3 =0. 


giải 
Áp dụng công thức tính khoảng cách ở trên ta có : 


E‹®-~2.0)›~(0)+3| 3g 


4(O,(2)= —= = = 
422+C22+CÐ2 3 
giả K80= JP1-22-13+3| _ 4 


3P?+c2?+C02 3ˆ 


Ví dụ 2. Tính khoảng cách giữa hai mặt phẳng song song (Z) và () cho bởi 
các phương trình sau đây : 
(2):x+2y+2z+II=0, 
(8:x+2y+2z+2=0. 
Giải 
Ta biết khoảng cách giữa hai mặt phẳng song song bằng khoảng cách từ một 
điểm bất kì của mặt phẳng này tới mặt phẳng kia. 


Ta lấy điểm (0 ; 0 ; —1) thuộc (/). kí hiệu đ((#), (Ø)) là khoảng cách giữa 
hai mặt phẳng (2) và (/, ta có : 


xi til—daktgi= KĐ0c2g101[ 
ø), () = d(M, (8) = nh 
ÝI?+2?+22 š 
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Â; Tính khoảng cách giữa hai mặt phẳng (2) và (/2) cho bởi các phương trình sau đây 


(2):x-2=0, 
(3:x-8=0. 
BÀI TẬP 


Các bài tập sau đây đều xét trong không gian Øxyz. 
1. Viết phương trình của mặt phẳng : 
a) Đi qua điểm Ä⁄Z(1 ;—2; 1) và nhận # = (2; 3 ; 5) làm vectơ pháp tuyến ; 
b) Đi qua điểm A(0 ; —I ; 2) và song song với giá của mỗi vectơ ¡ = (3; 2; l) và 
v=(C3;0;l); 
e) Đi qua ba điểm A(-3 ; 0; 0), 8(0 ;—2; 0) và C(0; 0; —1). 
2. Viết phương trình mặt phẳng trung trực của đoạn thẳng Að với A(2 ; 3 ; 7), 
8(4;1;3). 
3. a) Lập phương trình của các mặt phẳng toạ độ (Oxy), (2y), (Øvz). 
b) Lập phương trình của các mặt phẳng đi qua điểm M(2 ; 6 ; -3) và lần lượt 
song song với các mặt phẳng toạ độ. 
4.. Lập phương trình của mặt phẳng : 
a) Chứa trục Óv và điểm P(4;—1;2); 
b) Chứa trục Óy và điểm @(I;:4:;-3); 
c) Chứa trục Óz và điểm #(3 ;—4; 7). 
Š. Cho tứ diện có các đỉnh là A(Š ; I ; 3), 8(1 ; 6; 2), C(5 ; 0; 4), Ð(4; 0; 6). 
a) Hãy viết phương trình của các mặt phẳng (ACD) và (BCD). 
b) Hãy viết phương trình mặt phẳng (2) đi qua cạnh A# và song song với cạnh CD. 


6. Hãy viết phương trình mặt phẳng (2) đi qua điểm M2 ; —I ; 2) và song song 
với mặt phẳng (Ø) : 2v— y+ 3z +4 =0. 


7.. Lập phương trình mặt phẳng (2) đi qua hai điểm A(I ; 0; 1), 8(5; 2 ; 3) và vuông 
góc với mặt phẳng (Ø : 2v— y+z— 7= 0. 
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10. 


Xác định các giá trị của m và „ để mỗi cặp mặt phẳng sau đây là một cặp mặt 
phẳng song song với nhau : 


a)2r+my+3z—-5=0 và mx—-8y—-6z+2=0; 


b)3v- 5y+”z-3=0 và 2v+my-3:z+lI=0. 


"Tính khoảng cách từ điểm A( ; 4 ; ~3) lần lượt đến các mặt phẳng sau : 
a)2r-y+2:-9=0; 

b) 12r—5z+5=0; 

c)x=0. 

Giải bài toán sau đây bằng phương pháp toa độ : 

Cho hình lập phương A8CD.A'8'C*Ð' cạnh bằng l. 

a) Chứng minh rằng hai mặt phẳng (A8”D”) và (8C ”D) song song với nhau. 
b) Tính khoảng cách giữa hai mặt phẳng nói trên. 


sZ. PHƯƠNG TRÌNH 
ĐƯỜNG THẮNG TRONG KHÔNG GIAN 


Hình ảnh của các đường thẳng trong không gian - các cầu vượt trong thành phố và qua sông 


ki 


"Ta đã biết trong hệ trục toạ độ Oxy phương trình tham số của đường thẳng có 


x=xp +ƒúy ¬ 
dạng với đi +45 0 (h.3.14a). 
y =ÿo +12 s 


Như vậy trong không gian Øxyz phương trình của đường thẳng có dạng như 
thế nào ? (h.3.14b) 


* 


a) Đường thẳng trong măt phẳng b) Đường thẳng trong không gian 
Hình 314 


I- PHƯƠNG TRÌNH THAM SỐ CỦA ĐƯỜNG THẮNG 


Á., Trong không gian Oxyz cho điểm Mạ(1 ; 2 ; 3) và hai đểm Mị(1+f;2+f;3 + 0, 
M; (1 + 2f;2 + 2t; 3 + 2f) di động với tham số . Hãy chứng tỏ ba điểm Mẹ, Mạ, M; 
luôn thẳng hàng. 


Định í 
- Trong không gian Oxyz cho đường thẳng A đĩ qua điển 
MẹŒạ ¡ Yạ ¡ Zạ) và nhận đ.= (ai : đ+ ; đ;) làm vectơ chỉ 
- phương. Điêu kiện cân và đủ để điểm M(v; y; z) nằm trên A 
¡ tà có một số thực t sao cho 


Ap +f4i 
}= yọ +faa 


Zz=zạ +Í4;. 


Chứng trinit 
Tacó: MẹM =(x—xạ; y— Yạ;Z 


Điểm M nằm trên A khi và chỉ khi MạM cùng phương với đ. nghĩa là 


MạM = tđ với t là một số thực. Điều này tương đương với 


b. 


X—=+g =f@| +p +ƒđi 
y—yo =fa; hay y= yọ +fa2 


Z—70 =f43 Z=7ọ +14s. 


Định nghĩa 
Phương trình tham số của đường thẳng A đi qua điển 
MgŒq : yọ ¡ zạ) và có vectơ chỉ phương đ=(ai; a;; ax) là 


phương trình có dạng 


X=1*xg tíáy 
y= yo+Í42 
Z=zp †f4 


trong đó t là tham số. 


0s Chú ý. Nếu á¡, đa», a; đều khác 0 thì người ta còn có thể viết phương trình 
của đường thẳng A dưới dạng chính tắc như sau : 


X—#0 _ }— 30 _ 
4 đa 4s 


0y. 


Ví dụ I. Viết phương trình tham số của đường thẳng A đi qua điểm 
Mụạ(I ; 2; 3) và có vectơ chỉ phương là đ= (lý 415): 


Phương trình tham số của A là : 


Ví dụ 2. Viết phương trình tham số của đường thẳng 4# với A(I ; —2 ; 3) và 
B(3; 0; 0). 
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Giải 
Đường thẳng A8 có vectơ chỉ phương AB =(2;:2;-3): 
x=l+2i 
Phương trình tham số của A# là : 4 y=—2+2 
‡=3-31. 
x=l+íf 
Ví dụ 3. Chứng minh đường thẳng đ : ‡y=2+2/ vuông góc với mặt phẳng 


z=4+3f 


(2): 2v + 4y + 6z+9=0. 

Giải 
đ có vectơ chỉ phương đ =(l ;2; 3); 
(Ø) có vectơ pháp tuyến  =(2; 4; 6). 


Ta có ï =2đ, suy ra đ L (2). 


Á; Cho đường thẳng A có phương trình tham số 
x=-l+2t 
y=3-3/ 
z=5+4t. 


Hãy tìm toạ độ của một điểm Mtrên A và toạ độ một vectơ chỉ phương của A. 


II- ĐIỀU KIỆN ĐỂ HAI ĐƯỜNG THẮNG SONG SONG, CẮT NHAU, 
CHÉO NHAU 


Á. Cho hai đường thẳng d và d' có phương trình tham số lần lượt là 


x=3+2r 2+ 


=6+4 và Liêu 


z=4+f z=5+2f. 


a) Hãy chứng tỏ điểm M(1 ; 2; 3) là điểm chung của d và d'; 
b) Hãy chứng tỏ d và d' có hai vectơ chỉ phương không cùng phương. 
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“Trong không gian Øxyz cho hai đường thẳng đ, đ” có phương trình tham số 
lần lượt là 


ỡ gục xoyểt u/) 
xg Tfai x=xpT†f4 


đd:{y=ygp†fay và 4): |y=ya +45 


— 
zạ TÍ4 ..... 


Sau đây ta xét vị trí tương đối giữa d và đ”, nghĩa là xét điều kiện để đ và đ” 
song song, cắt nhau hoặc chéo nhau. 


1, Điều kiện để hai đường thẳng song song M r4 d 
——>——>—>——— 
Gọi đ=(i; đy; ứy) và #=(4[; đi đ3) ư 
lần lượt là vectơ chỉ phương của đ và đ'. > 
Lấy điểm M(xpg;yq;zạ) trên d(h3.15). 
Hình 3.15 


Ta có : 


⁄v 3 ¬..=-. 
đ song song với d` khỉ và chỉ khi 
Me 


Đặc biệt : 


dđ=k 
dtrùng với đ' khi và chỉ khi lb £ 
\Me 


Ví dụ 1. Chứng minh hai đường thẳng sau đây song song : 


x=l+f 2+2 
đ:4y=2t và đ:4y=3+4f 
z=3-f z=5-2f. 


giải 
đ có vectơ chỉ phương đ =(1 ; 2; -l), lấy M(I ;0;3) e đ; 


đ có vectơ chỉ phương đ#' =(2;4; -2). 


đ' và M không thuộc Z nên đ song song với ở”. 
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Á., Chứng minh hai đường thẳng sau đây trùng nhau : 


x=3-f x=2-3f 
đ:4y=4+t và đ:4y=5+3 
z=5-2f z=3-6f. 


2. Điều kiện để hai đường thẳng cắt nhau 
Hai đường thẳng d và đ' cắt nhau khỉ và chỉ khi hệ phương 
- trình ẩnt, f sau 
Xọ +f4i =xp +f4I 
To +Íd2 =yp+f45› — (Œ) 
Zọ +43 = zạ +f43 
có đúng một nghiệm. 
t6 Chú ý. Giả sử hệ (1) có nghiệm (ạ ; fạ), để tìm giao điểm Mẹ, của d và đ ta 
có thể thay fạ vào phương trình tham số của đ hoặc thay íạ vào phương trình 


tham số của đ”. 


Ví dụ 2. Tìm giao điểm của hai đường thẳng sau : 


x=l+í x=2-2ï 
d:4y=2+3i và  đ:4y=-2+f 
z=3=Ÿ zl:F3f ; 
cac 
Gia: 
l+í=2-2f (@) 
Xét hệ phương trình 4 2+ 3= 2+” (2) 
3-r=l+3 @) 


"Từ (1) và (2) suy raf =—I và f = I. Thay vào phương trình (3) ta thấy nó thoả 


mãn. Vậy hệ phương trình trên có nghiệm là £ = —l, / = l. 


Suy ra đ cắt đ“ tại điểm (0; —1 ; 4) 
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3. Điều kiện để hai đường thẳng chéo nhau 


Ta biết rằng hai đường thẳng chéo nhau nếu chúng không cùng phương và 
không cắt nhau. Do vậy 


¡ Hai đường thẳng d và # chéo nhau khi và chỉ khi d và a" 
+ không cùng phương và hệ phương trình 

Ap †f4i = xạ +f4I 

yo +Ída = Yọ +45 

zọ +Í4s = zạ +43 


vô nghiệm. 


Ví dụ 3. Xét vị trí tương đối giữa hai đường thẳng 


Hình 316 


Ta có : đ =(2; 3; 1) và #' =(3; 2; 2). 


Vì không tồn tại số k để đ #k#' nên đ và đ' không cùng phương. Từ đó suy 
ra đ và đ“hoặc cất nhau hoặc chéo nhau (h.3.16). 


I+2t=1+3 
Xét hệ phương trình : 4—I+3/ =—2+2/ 
5-t£S>21t2t, 


§7 


"Từ hai phương trình đầu ta được £= -ễ và = cà, thay vào phương trình 
cuối không thoả mãn. 

“Ta suy ra hệ trên vô nghiệm. Vậy hai đường thẳng đ và d”chéo nhau. 

Ví dụ 4. Chứng minh hai đường thẳng sau đây vuông góc 


x=5-f x=9+2f 
và  đ':4y=l3+3/ 


z=l-f. 
Giải 
d và đ' lần lượt có vectơ chỉ phương là đ = (1 ;2; 4) và #' =(2;3;—l). 
Tacó đ.đ =—=2+6—4=0. 
Suyra đLđ. 


Nhận xét. Trong không gian Oxyz cho mặt phẳng (2): Av + By + Cz+D=0 


Xp +fữy 

và đường thẳng đ: 4 y= Yọ +f42 

Zz=zp+Í4s. 

Xét phương trình A(xạ +f@)+ BÓyạ + fđ+)+ CŒg +fa;)+ D=0 ( là ẩn). (1) 

— Nếu phương trình (1) vô nghiệm thì ở và (2) không có điểm chung, vậy 
d7! (Ø2) (h.3.17a). 


"may. ~=Z 


\ 


8) b) 9 


Hình 317 
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— Nếu phương trình (1) có đúng một nghiệm / = íạ thì đ cắt (2) tại điểm 
Mẹ(xog +fođI :Yo +fođa :zọ +fo4x) (h.3.17b). 


— Nếu phương trình (1) có vô số nghiệm thì đ thuộc (2) (h.3.17c). 


Á: Tìm số giao điểm của mặt phẳng (2) : x + y + z — 3 = 0 với đường thẳng d trong 
các trường hợp sau : 


x=2+/ x=l+2 x=l+#5 
a)d:4y=3-t; bđ4:4y=l-t ; e)đ: $y=l—-4t 
z=l z=l-f z=l+âi. 

BÀI TẬP 


1.. Viết phương trình tham số của đường thẳng ¿ trong mỗi trường hợp sau : 
a) d đi qua điểm M(5 ; 4; 1) và có vectơ chỉ phương äđ=Q@;-3;1); 
b) đđi qua điểm A(2 ; —l ; 3) và vuông góc với mặt phẳng (2) có phương trình 
x+y-z†+5=0; 
x=l+2i 
c) đ đi qua điểm 8(2; 0 ; =3) và song song với đường thẳng A : 4y=-3+3/ ; 
z=4t 


d) đđi qua hai điểm P(1 ; 2; 3) và QØ ; 4; 4). 


2. Viết phương trình tham số của đường thẳng là hình chiếu vuông góc của đường 
x=2+í 
thẳng đ: Jy=~3+2t 
z=l+3/ 
lần lượt trên các mặt phẳng sau : 
a) (OXY) ; 
b) (Øyz). 
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Xét vị trí tương đối của các cặp đường thẳng đ và #” cho bởi các phương 


trình sau : 


x=-3+2¡ 
a) đ: y=-2+3t 
z=6+4/ 
x=l+íf 
b) đ: 4y=2+ứ 
z=3-f 


x=l+af 
đ:4y=t 


z=-l+2i 


hợp sau : 
#i=i124f 
a) đ: y=9+3t 
z=l+íf 
x=l+/ 
b)đ:4y=2-f 
z=l+2/ 
x=l+í 
©) đ: $y=l+2t 
z=2-3r 


. Tính khoảng cách giữa đường thẳng A : 


x=5+f 
và đ:4y=-l-4f; 
z=20+ứ 
x=l+2f 
và đ ':4y=-l+2? 
z=2-2f. 


._ Tìm z để hai đường thẳng sau đây cắt nhau 


x=l-f 
và đ y=2+2f 
z=3—ữ,. 


và (2): 3x+5y—z—2=0; 


và (2):x+3y+z+l =0; 


và (2):x+y+z—4=0. 


x=-3+2/ 


—l+3/ 


-l+2t 


(2):2x—- 2y+z+3=0. 


. Tìm số giao điểm của đường thẳng đ với mặt phẳng (2) trong các trường 


và mặt phẳng 


19. 


x=2+í 


„ Cho điểm A(I ; 0; 0) và đường thẳng A : 4y= +2 


z=£. 


a) Tìm toạ độ điểm Z;ï là hình chiếu vuông góc của điểm A trên đường thẳng A. 
b) Tìm toạ độ điểm 4” đối xứng với A qua đường thẳng A . 


.. Cho điểm (1 ; 4; 2) và mặt phẳng (Z) :x+ y+z— I=0. 


a) Tìm toạ độ điểm # là hình chiếu vuông góc của điểm É trên mặt phẳng (2). 
b) Tìm toạ độ điểm M7 đối xứng với M qua mặt phẳng (2). 


c) Tính khoảng cách từ điểm M đến mặt phẳng (2). 


. Cho hai đường thẳng 


x=l-f ~+=l‡f 
d:4y=2+2tL và đ ':4y=3-2f 
z=3/ z=l 


Chứng minh đ và đ” chéo nhau. 


Giải bài toán sau đây bằng phương pháp toạ độ : 
Cho hình lập phương A8CD.A'B8C”Ð” có cạnh bằng I. Tính khoảng cách từ 
đỉnh A đến các mặt phẳng (A'8D) và (B“Ð“C). 


ÔN TẬP CHƯƠNG II 


Các bài toán sau đây đều chơ trong hệ toạ độ Øxyz. 


„ Cho bốn điểm A(I :0;0),8(0;1;0),C(0;0; 1), DØ(2;1;—1). 


a) Chứng minh A, 8, C, Ð là bốn đỉnh của một tứ diện. 
b) Tìm góc giữa hai đường thẳng AØ và CD. 
c) Tính độ dài đường cao của hình chóp A.BCD. 


.. Cho mặt cầu (S) có đường kính là A8 biết rằng A(6 ; 2; —5), 8(—4; 0; 7). 


a) Tìm toạ độ tâm 7 và tính bán kính z của mặt cầu (S). 


9I 
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b) Lập phương trình của mặt cầu (%). 


c) Lập phương trình của mặt phẳng (2) tiếp xúc với mặt cầu (%) tại điểm A. 


Cho bốn điểm A(—2 :6;3),ð(I;0; 6),C(0; 2;—I1), D(1;4;0). 

a) Viết phương trình mặt phẳng (8CD). Suy ra A8CD là một tứ diện. 

b) Tính chiều cao AH của tứ diện A8CD. 

c) Viết phương trình mặt phẳng (2) chứa A# và song song với CD. 

Lập phương trình tham số của đường thẳng : 

a) Đi qua hai điểm A(I :0;—3), 8(3;—I ; 0). 

b) Đi qua điểm M(2 ; 3 ; —5) và song song với đường thẳng A có phương trình 
x=-2+2i 
y=3-4i 
z=-Šf. 


Cho mặt cầu (%) có phương trình : @— 3)” + (y + 2)Ÿ+ (z— 1)” = 100 và mặt 
phẳng (2) có phương trình 2+ - 2y — z + 9 = 0. Mặt phẳng (2) cắt mặt cầu (%) 
†heo một đường tròn (C). 

Hãy xác định toạ độ tâm và tính bán kính của đường tròn (C). 


Cho mặt phẳng (2) có phương trình 3x + 5y - z — 2 = 0 và đường thẳng đ có 
phương trình 

x=l2+4¿ 

y=9+3/ 

z=l+t. 


a) Tm giao điểm M⁄ của đường thẳng ở và mặt phẳng (2). 


b) Viết phương trình mặt phẳng (/) chứa điểm M và vuông góc với đường 
thẳng d. 


. Cho điểm A(-l ; 2; -3), vectơ ẩ = (6; =2; —3) và đường thẳng đ có phương 


x=l+3/ 
trình: 4 y=—l+2/ 
z=3-5I. 


a) Viết phương trình mặt phẳng (2) chứa điểm A và vuông góc với giá của đ. 


b) Tìm giao điểm ẤM của đ và (2). 


c) Viết phương trình đường thẳng A đi qua điểm A, vuông góc với giá của đ 


và cắt đường thẳng di. 


8. Viết phương trình mặt phẳng (2) tiếp xúc với mặt cầu 


(9: x2+y2+z2—10x+2y+26z+170= 0 


và song song với hai đường thẳng 


9. Tìm toạ độ điểm # là hình chiếu vuông góc của điểm Ấ⁄(1 ; -1 ; 2) trên mặt 


phẳng (2): 2x—- y+2z+l1=0. 


10. Cho điểm M(2 ; I ; 0) và mặt phẳng (2) : x+3y—z—27=0. Tìm toạ độ điểm 


M đối xứng với M qua (2). 


11. Viết phương trình đường thẳng A vuông góc với mặt phẳng toạ độ (Oxz) và 


cắt hai đường thẳng 


x=íf x=l-2f 
d:4y=-4+t; đ:4y=-3+f 
z=3-f z=4-5r. 


12. Tìm toạ độ điểm A' đối xứng với điểm A(I ; -2 ; =5) qua đường thẳng A có 


phương trình 
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CÂU HỎI TRÁC NGHIỆM CHƯƠNG III 


Trong không gian Oxyz cho ba vectở 


a =C1;1;0),B =(1;1;0)và £=(1;1;Ð). 
Sử dụng giả thiết này để trả lời các câu hỏi l, 2 và 3 sau đây. 
1. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai ? 
(A) lz|=x2; œ®) |È|=v5: 
@3#-Hỗ:s (D)5 1#. 
2. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 
(A)đ£=1; 


() #, D cùng phương ; 


2) 


(C) cos(, Z)= 


& 


(D)đ+B+£=0. 


3. Cho hình bình hành OADB có OÁ= ä, Ø8 =b (O là gốc toạ độ). Toạ độ của 
tâm hình bình hành ØAÐ# là : 


(A)(0;1;0); (@®)(1;0;0); 

()(1:0;1): (Ð)(1:1:0). 

Trong không gian Oxyz cho bốn điểm A(I ; 0; 0), B(0 : 1; 0), C(0; 0; 1) và 
D(I; 1; l). 


Sử dụng giả thiết này cho các bài tập 4, 5 và 6 sau đây. 


4. Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai ? 
(A) Bốn điểm A, 8, C, Ð tạo thành một tứ diện ; 
(B) Tam giác A8D là tam giác đều ; 
(Œ@4B8 L CD; 
(DĐ) Tam giác BCD là tam giác vuông 


5. Gọi M, N lần lượt là trung điểm của A8 và CD. Toạ độ điểm Œ là trung điểm 
của MN là: 


6. Mặt cầu ngoại tiếp tứ diện A8CD có bán kính là : 


AŠ; ® 2: 
(G43; @®)Š. 
4 


7. Cho mặt phẳng (2) đi qua điểm M(0 ; O ;—1) và song song với giá của hai vectơ 
ẩ =(1;-2;3) và b =(3;0;5). 
Phương trình của mặt phẳng (2) là : 
(A)5x-2y-3z—2l=0; (B)-5x+2y+3z+3=0; 
(C) I0v—4y— 6 +21 =0; (Đ) 5x - 2y— 3z +21 =0. 
§. Cho ba điểm A(0 ; 2; 1), 8(3 ; 0; l), C( ;0 ; 0). Phương trình mặt phẳng 
(A8C) là : 
(A)2x-3y-4:+2=0; (B2r+3y-4:-2=0; 
(C©) 4v+6y-8z+2=0; (D)2vy-3y—4z+I =0. 


9. Gọi (2) là mặt phẳng cắt ba trục toạ độ tại ba điểm Ä⁄(8 ; 0; 0), N(0 ; —2 ; 0), 
#{U;U; 4). Phương trinh của (Ø) là : 


ý ð 3 
A)—+——+—=0; B)— 
(A) sa ®) 3 


=l; 


2 
(Œ)x-4y+2z=0; (D)x-4y+2:-8=0. 
10. Cho ba mặt phẳng (2) : x + y+ 2z + =0; 
(2:x+y-z+2=0; 
(3:x-y+5=0. 
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“Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào sai ? 
(A) ()10) ; ()(Œ)1(Ø) ; 
(@ (đ)/0) : (Ð) (Z) 1 (7). 


.Cho đường thẳng A đi qua điểm M(2 ; 0; -l) và có vectơ chỉ phương 


đ =(4; ~6 ; 2). Phương trình tham số của đường thẳng A là : 


x=-2+4i x=-2+2¡ 
(A)‡y=-61; (B) $y=-~3/ 
z=l+2¡ z=l+í 
x=2+2t x=4+2í 
()$y=-3. ; (D) $y=-6-3f 
z=-l+f z=2+/ 


Cho đ là đường thẳng đi qua điểm A(I ; 2 ; 3) và vuông góc với mặt phẳng 
(2): 4x+3y —7z+L=0. 


Phương trình tham số của đ là ; 


x=-l+4t x=l+4 
(A)4y=-21+3/ ; (B)4y=2+31 ; 
z=-3-7i z=3-Tt 
x=l+3/ x=-l+®8/ 
(Œ)$y=2-4t ; (D) y=-2+6/ 
z=3-7i z=-3-l4t. 


. Cho hai đường thẳng 


x=l+2 x=3+4f 
dị :4y=2+3t và d› :y=5+6f 
z=3+4f z= 7+8. 


"Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 
(A1 đ; ; @®) ái /4 : 
(C)đị = ds: (DĐ) đi và d2 chéo nhau. 


14.Cho mặt phẳng (2) : 2v + y+ 3z + l = 0 và đường thẳng đ có phương trình 
x=-3+f 


tham số : 


"Trong các mệnh đề sau, mệnh đề nào đúng ? 
(A)đJ1(); (B) đcắt (2) ; 
(©) đ// (2); (D)đc(#). 
15. Cho (9) là mặt cầu tâm /(2 ; I ; —1) và tiếp xúc với mặt phẳng (2) có phương 
trình : 2x - 2y —z +3 =0. 


Bán kính của (S) là : 


2 4 2 
A)2; B)—; @—-; D) —- 
(A) Vào an Và 
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Trong không gian cho hai mặt phẳng (2) và (/) cất nhau theo giao tuyến A. 
Tập hợp các mặt phẳng (7) chứa đường thẳng A nói trên được gọi là chùm 
mặt phẳng xác định bởi (2) và (/) và kí hiệu là ((2), (/Ø). 


Nếu (Z) và ( đ) lần lượt có phương trình (Z) : Aix + 8¡y + C¡z + Dị =0 
(Ø8: Asv + By + Cz: + D¿=0 


thì người ta chứng minh được phương trình của chùm mặt phẳng ((2), (Ø)) 
có dạng : 


m(Aix + By + Cụz + DỊ) + n(A+v + B¿y + C2: + Dạ)=0 (l) 
với m” + nŸ # 0. 
Phương trình (1) có thể được viết tắt là : m(2) + n(/) = 0. 


Ta thấy phương trình của chùm mặt phẳng rất đơn giản nhưng nó lại giúp 
chúng ta giải được rất nhiều bài toán về phương trình mặt phẳng một cách độc 
đáo và cực kì ngắn gọn. 


Ví đụ. Trong không gian Øxyz cho hai mặt phẳng (2) và (Ø) lần lượt có 
phương trình (2): x+ y+5z—l=0 
và (9:2rx+3y—z+2=0. 
a) Chứng minh rằng (2) cắt () theo giao tuyến A.. 
b) Viết phương trình mặt phẳng (7) chứa giao tuyến Á và điểm M(3; 2; l). 
giả 
a) Mặt phẳng (2) và (/) lần lượt có các vectơ pháp tuyến : 


P„/=Ú1 17), ñụ =(2;3;-). 
`. :: ả & 
Vì 3 z = nên (2) cắt (/) theo giao tuyến A. 


b) Phương trình mặt phẳng (7) của chùm ((2), (/)) có dạng : 
m(x + y+ 5z — l)+ n(2x + 3y —z + 2) =0 () 


Điểm M(3 : 2; I) thuộc mặt phẳng (2) nên khi thay toạ độ của #⁄ vào (1) ta sẽ 
tính được các giá trị cụ thể của cặp số (: ; n) để xác định phương trình của (2). 


Ta có : m(3 + 2 + Š5~ I) + n(6 + 6 —l + 2) =0 © 9n + I3n = 0. 
Chọn m = —13 ta được 0 = 9. 


Thay z = —13 và ú = 9 vào (1) ta được phương trình của mặt phẳng (7) cần 
tìm : 5x + l4y— 74z + 3l =0. 


ÔN TẬP CUỐI NĂM 


. Cho lăng trụ lục giác đều A8CDEF.A'BC'DEF” O và O' là tâm đường tròn 


ngoại tiếp hai đáy, mặt phẳng (P) đi qua trung điểm của ØØ” và cắt các cạnh 
bên của lăng trụ. Chứng minh rằng (P) chia lăng trụ đã cho thành hai đa diện 
có thế tích bằng nhau. 


Cho khối lập phương A8CD.A'8“C”Ð” cạnh bằng a. Gọi E£ và F lần lượt là trung 
điểm của 8Œ” và CD”. Mặt phẳng (AEF) chia khối lập phương đó thành hai 
khối đa diện @) và (') trong đó (7) là khối đa diện chứa đỉnh A”. Tính thể 
tích của (7). 


Cho mặt cầu (S) tâm Ó bán kính r. Hình nón có đường tròn đáy (C) và đỉnh 7 
đều thuộc (%) được gọi là hình nón nội tiếp mặt cầu (S). Gọi Ù là chiều cao của 
hình nón đó. 


a) Tính thể tích của hình nón theo r và j:. 
b) Xác định h để thể tích của hình nón là lớn nhất. 
“Trong không gian OØxyz, cho hai điểm A(I;2;—l), 8(7 ; -2 ; 3) và đường 
thẳng đ có phương trình : 
Ñ =-l+3 


y—2-2t 
lh =2+2t. 
a) Chứng minh rằng hai đường thẳng đ và A8 cùng nằm trong một mặt phẳng. 
b) Tìm điểm 7 trên đ sao cho 47 + 87 nhỏ nhất. 


Cho tứ diện A8CD có cạnh AD vuông góc với mặt phẳng (48C). Biết rằng 
AC= AD = 4cm, AB = 3 cm, 8C = 5 cm. 

a) Tính thể tích tứ diện A8CD. 

b) Tính khoảng cách từ điểm A tới mặt phẳng (8CÐ). 
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6. Trong không gian Oxyz cho mặt cầu (%5) có phương trình +? +y? +z?=4a2 
(a>0). 
a) Tính diện tích mặt cầu (%) và thể tích của khối cầu tương ứng. 
b) Mặt cầu (5) cắt mặt phẳng (Oxy) theo đường tròn (C). Xác định tâm và bán 
kính của (C). 
c) Tính diện tích xung quanh của hình trụ nhận (C) làm đáy và có chiều cao là 
axÏ3. Tính thể tích của khối trụ tương ứng. 


7. Trong không gian Oxyz cho hai đường thẳng d¡ và đ; có phương trình 


x=l-f x=2f 


a) Chứng minh rằng hai đường thẳng đi và d; chéo nhau. 
b) Viết phương trình mặt phẳng (#) chứa dị và song song với d›. 
8. Trong không gian Oxyz cho các điểm A(I ; 0; =1), 8@ ; 4; =2), C4; —l ; ), 
D(@;0;3). 
a) Chứng minh rằng A, 8, ©, D không đồng phẳng. 
b) Viết phương trình mặt phẳng (A8C) và tính khoảng cách từ D đến (ABC). 
c) Viết phương trình mặt cầu ngoại tiếp tứ diện A8CD. 
d) Tính thể tích tứ diện A8CD. 
9. Trong không gian Ovyz cho bốn điểm 4A(2:4;—1), 5 ;3;-1).C(@;4; 3), 
D@;2;-1). 


a) Chứng minh rằng các đường thẳng AB, AC, AD vuông góc với nhau từng đôi 
một. Tính thể tích khối tứ diện A8CD. 


b) Viết phương trình mặt cầu (%) đi qua bốn điểm A, 8, C, Ð. 


c) Viết phương trình mặt phẳng (2) tiếp xúc với mặt cầu (%) và song song với 
mặt phẳng (A8D). 


x=l-2¡ 


10. Trong không gian Oxyz cho đường thắng đ: 4y=2+£ 
z=3-f 


và mặt phẳng (Z) : 2 + y+z= 0. 
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11. 


12. 


14. 


15. 


a) Tìm toạ độ giao điểm A của đ và (2). 

b) Viết phương trình mặt phẳng (/) qua A và vuông góc với di. 

Trong không gian Øvyz cho các điểm A(-I ; 2; 0), 8(-3 ; 0; 2), C(I; 2; 3), 
D(0:3;~2). 


a) Viết phương trình mặt phẳng (A8C) và phương trình tham số của đường 
thắng AD. 


b) Viết phương trình mặt phẳng ( Z) chứa A7 và song song với 8C. 


"Trong không gian OØxyz cho bốn điểm A(3 ; —2 ; =2), 8(3 ; 2; 0), C(0 ; 2 ; 1) và 
D(-I;1;2) 

a) Viết phương trình mặt phẳng (8CD). Suy ra A8C'D là một tứ diện. 

b) Viết phương trình mặt cầu (%) tâm A và tiếp xúc với mặt phẳng (8CÐ). 

c) Tìm toạ độ tiếp điểm #7 của (5) và mặt phẳng (8CÐ). 


„ Trong không gian Oxyz, cho hai đường thẳng : 


x=-lI+3£ Xe 
dị: 4y=1+2t và dy:4y=l+f 
s72" z=-312F. 


a) Chứng minh đ¡ và đ› cùng thuộc một mặt phẳng. 
b) Viết phương trình mặt phẳng đó. 


"Trong không gian cho ba điểm A, 8, C. 


a) Xác định điểm Œ sao cho G4+2G8~ 2GC =0. 


b) Tim tập hợp các diểm 4 sao cho MA + 2MB — 2MC” = KỸ, với k là hàng số. 


Cho hai đường thẳng chéo nhau 


và đ:4y=f 
1 


a) Viết phương trình các mặt phẳng (2) và (/) song song với nhau và lần lượt 
chứa đ và đ”. 


I0I 


b) Lấy hai điểm (2 ;—I ; L) và M{2; 0; 1) lần lượt trên đ và d”. Tính khoảng 
cách từ M đến mặt phẳng (/) và khoảng cách từ ⁄“ đến mặt phẳng (2). 
So sánh hai khoảng cách đó. 

16. Trong không gian Øxyz cho mặt phẳng (2) có phương trình 4v + y + 2z + l =0 

và mặt phẳng (/) có phương trình 2x - 2y + z + 3 = 0. 

a) Chứng minh rằng (2) cắt (/Ø). 

b) Viết phương trình tham số của đường thẳng ở là giao của (Z) và (/). 

c) Tìm điểm Mĩ đối xứng với điểm ẤM(4 ; 2 ; 1) qua mặt phẳng (2). 

d) Tìm điểm X'” đối xứng với điểm N(0 ; 2 ; 4) qua đường thẳng d. 
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HƯỚNG DẪN GIẢI BÀI TẬP VÀ ĐÁP SỐ 


Chương I. KHỐI ĐA DIỆN 


§1. Khúói niệm về khối đa diện 


1. và 2. Sử dụng tính chất : Mỗi cạnh của một 
đa diện là cạnh chung của đúng hai mặt 

3. Chia hình lập phương A8CĐ.A#C'Đ' 
thành năm tứ diện : A8CD', A'AB'D', 
BACB',C'BCD', DẠCD'. 

4. Chia hình lập phương thành hai lãng trụ 
bằng nhau rồi chia mỗi lăng trụ thành ba 
tứ diện bằng nhau. 


§2. Khối đa diện lồi và khối đa diện đều 


Tỉ số đó bằng 2v/3. 
Gọi (7) là hình tứ diện đều cạnh ø. Khi đó 
tâm của các mặt của (#?) tạo thành một tứ 


” 


diện đ?') có sáu cạnh đều bằn, 


4. Để ý rằng 8, C, D, £ cách đều A và # 
nên chúng đồng phẳng. 


§3. Khới niệm về thể tích của khối đe 
diện 


3. TỈ số của thể tích là 3. 

4. Tính diện tích tam giác theo hai cạnh và 
góc xen giữa. 

P} 

Š- Ynugp= _ 

6. Gọi h là độ dài đường vuông góc chung 
của ở và đ, là góc giữa hai đường 
thẳng đ và đ”. 


Khi đó V 


1 
Ancp = Ghab-sinZ.- 


Ôn tập chương I 


§. OH dc 
.ốỐỐ.e 
6. a) Tỉ số thể tích cần tìm là š H 
¬-- 
S.DBC 9% 
. 3 
VỔ TY BC =§v3œ 
8. V=———_ ch 0 H, _. 2 CỤ 
6(a“ +e”)(b“ +c”)(a“ +b“ +c”) 
9. 
SaŠ 
10. b) V= 


18/3 


11. Tỉ số thể tích của chúng bằng I. 


3 
đ 


12.a)V vi nNý 
ADMN `6 


¬... sa 55 
b) TÍ số thể tích phải tìm là số” 


Chương II. MẶT NÓN, MẶT TRỤ, MẶT CẦU 


§1. Khói niệm về mặt tròn xoay 


2. a) Hình trụ; 
b) Hình nón ; 
©) Khối nón ; 
4) Khối trụ. 


ấ, diẾ, +2514.5em” ; 


b) V + 13 089,969 cmỶ ; 
e) 500 cm”. 


4. Mặt nón nhận 4# làm trục, góc ở đỉnh 


bằng 60°. 
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§ ĐẤU, 219.9lem2; Vz 549.77 cmẺ ; 


b) 56 cm”. 


bị V=A3Zr” ; 


e) 


743 
à 


2Z4— Z4” 


10. 


§2. Mặt cầu 


1. Tập hợp các điểm 4 luôn nhìn A8 cố 
định dưới một góc vuông là mặt cầu 
đường kính A# 


3. Tập hợp tâm các mặt cầu luôn chứa một 
đường tròn cố định cho trước là một 
đường thẳng A vuông góc với mặt phẳng 
chứa đường tròn đó tại tâm của đường 
tròn 

4. Tập hợp tâm những mặt cầu cùng tiếp 
xúc với ba cạnh của một tam giác cho 
trước là trục của đường tròn nội tiếp tam. 
giác đã cho. 


§. b)đ ở? 
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1. a) J2 +b?+c2 ; 
r4) 
Ab2 +c? 


Z(4°+b2+c”) ; 


b) 


1 
2 


1 2,,2, 2 
VAN cho, +c“)Na“+b 


Ôn tập chương II 


1. Câu a) và d) đúng. 
- 2 sa Tư 
sa G. 


aýjc 


§. aAH=^—” ; 


" 


Chương III.PHUONG PHÁP TOẠ ĐỘ 
TRONG KHÔNG GIAN 


§1. Hệ toq độ trong không gian 


1 
1. a)đ=|l11;—;1 
: ( : 


b) £ =(0;-—27 ;3). 


3. A'=(3;5;-6), 8'=(4;6; ~5), 
C=(@:0:2), D'=@;4;~6) 


4. a)dđb=Ó6; 


5. a) Mặt cầu tâm Ø = (4; 1; 0), có bán 
kính r =4; 


. 4 5 
b) Mặt cầu tâm 7 = lấn „ CÓ 


bán kính r = 


6. a) Mặt cầu có phương trình là : 
=3) +@+ĐÊ+œ—5 

b) Mặt cầu có phương trình là : 
œ3 +@+3)+œ-— ĐỂ 


§2. Phương trình mặt phẳng 

1. a)2x+3y+3z—-l0=U; 
b)v—3y+3z—9=0; 
©)2v+3y+6z+6 =0. 

2. x-y-2z+9=0. 


3. a)z=0;x= 


e)4x+3y=0. 
§. a)(ACD):2v+y+z—l4=0; 
(BCĐ): 6x + 5y +3z—42= 0; 
b) (2): 0x +9y+ 5z — 74 = 


6. (2):2v-y+3--lI1=0. 
7. (2):x-2z+1=0. 
8. a)n=-4,m=4; 


) = 
3 
9. a)5 bế, s2 
13 


10. a) Chọn hệ trục Ø. 
8=(1:0;0),D=(0;1;0), 47=(0;0; l). 
Sau đó viết phương trình của hai mặt 
phẳng (48D? và (#C”Ð), từ đó suy ra 
chúng song song với nhau 


M5 
. 


b)đ= 


§3. Phương trình đường thẳng trong 
không giơn 


x=5+2f x=2+/ 

1. a)d:4y=4-3/ : b)đ: y=-l+f; 
z=l+f z=3-f 
x=2+2t x=l+4/ 

c)đd: y=3/ ;— d)d: )y=2+2 
z=-3+4/ z=3+t. 


" 


; b)đ”: 


z=0 


3. a) dcất đ; 


4. a=0. 
§. 


b)d/. 


a) I điểm chung ; 
b) 0 điểm chung ; 


©) vô số điểm chung. 


6. đ(A, (2) 


VỀ 2z(Š:0: 
2 


b) A(2; 0; 1). 

8. a)H(-I:2:0); 
b) Mf(-3 ; 0; —2); 
©) MH = 2x5. 


10. dị, (A'8Đ))= — : đỊA, (ĐC) 


Ng 


Ôn tập chương III 
1. a) Viết phương trình mặt phẳng (#CÐ), 
chứng minh A £ (8C) ; 
b) Góc giữa hai đường thẳng A# và CD là 
45”; 
©) AH = I (ï là chân đường vuông góc hạ 
từ 4 xuống (8CÐ)). 
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2. a)/4:1;:1);r= V6: 


b)(9):(v— Đˆ+(y- DÊ+Œ- DŸ=62; 


©) (2): 5x +y~ 6z — 62 =0 


3. a)(BCD):8v—3yT—=2z+4=0; 


z=-3+3/ 


5. lâm/(-1;2 


¡ 3), bản Kinh r7 = 


6. a) M(0;0;—2); 
b)4r+3y+z +2 =0. 


7. a)6v—2y—3z+l=0; 
b)#(l ;—1;3); 


x=l+2f 
e) Jy=-l~3/ 
z=3+6/. 


8. 4v+6y+5z+51 +5/77 =0. 
9. H3; 1;—2). 
10. M6; 13; —Ð. 


12. A(-3;2; 1). 


Ôn tập cuối năm 


1. Dùng phép đối xứng tâm/. 
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a) V=Lz(r—h)lÊ ; 
kì 


ki "..-..‹ 
b) đạt giá trị lớn nhất bằng "¬ 


Ki z 
3 


a) d//AB; 
b)12; 0; ). 


a)V=8 cmỀ; 


b) dịA, (8CD)) = — 2>. 


vã 


2 32 
)#=16Zuˆ, V= —zu), 


b) 2(0;0;0):r“=r=24; 
©)S= 4Z424l3 ; V= 4au3. 


3 
đ 
a ĐT 


dị d, =Ø 


G tu 
b) (2): 2v =y= 3z=2= 0. 

a) Chứng minh 48, AC, AD không đồng 
phẳng. 

b) đ(Ð, (ABC) = b—6—3| *%. 


^l+l+ 


©) Phương trình của mặt cầu là 


œ~3)Š+(y—2)Š+(— 0,5 


“mm. 


1 
® Vuecp _" 


aV=Š; 
3 


©) (@,):z-l- TT=0; 
21 
(;):z-l+——=0 


10. 


11. 


1. 


TT 
(4 '4'4 


b) (Ø): 4v—2y+2z + I5 =0. 


a) (ABC) : 3v — 5y — 2z + l3 =0; 
K=-ltf 
AD:4y=2+r 
z= 2t. 


b) (2) : 5v — 9y— 2z+23 =0. 
a) (BCD):x+2y+3z~7=0; 
b)(9): (v3) +(y+2)°+Œ+2) 
c)H4;0; l). 


- a) dị cắt dy tại M2; 3; l). 


b) Phương trình mặt phẳng (d¡. d›) là 
6x—8§y+z+l1=0. 


14. a) G xác định bởi : AG= 2CB. 
b) Chứng minh 


GM? = k?—(GA? +2GB? —2GC”). 


15. a) (đ) :2\ 
(Ø):2v—3 


1 
b) đ(M”, (2) = d(M. (8)) = tin 


=0; 
=0; 


16. b)4y= 


e)A1;:0;-3); 
d) C4; 0;2). 
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BẢNG THUẬT NGỮ 


€ 
Cạnh của hình đa diện 


D 
Diện tích mặt cầu 
Diện tích toàn phần của hình nón 
Diện tích toàn phần của hình trụ 
Diện tích xung quanh của hình nón 
Diện tích xung quanh của hình trụ 


Đ 
Đa diện 
Đáy của hình nón 
Đáy của hình trụ 
Điểm ngoài 
Điểm tiếp xúc 
Điểm trong 
Đỉnh của hình đa diện 
Đỉnh của hình nón 
Đường kính mặt cầu 
Đường sinh của mặt nón 
Đường sinh của mặt trụ 
Đường thẳng tiếp xúc với mặt cầu 
Đường tròn lớn 
G 
Góc ở dỉnh của mặt nón 
H 
Hai hình bằng nhau 
Hệ toạ độ Oxyz 
Hệ trục toạ độ Đề-các vuông góc 
OxyZ 
Hình đa diện 
Hình nón tròn xoay (hình nón) 
Hình trụ tròn xoay (hình trụ) 
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31 


K 
Khoảng cách giữa hai điểm 
Khoảng cách từ một điểm đến một 
mặt phẳng 
Khối bát diện đều (hình tám mặt 
đều) 
Khối cầu 
Khối chóp 
Khối đa diện 
Khối đa diện đều 
Khối đa diện đều loại {p ; q} 
Khối đa diện lồi 
Khối lăng trụ 
Khối lập phương 
Khối lập phương đơn vị 
Khối trụ tròn xoay (khối nón) 
Khối trụ tròn xoay (khối trụ) 
Khối tứ diện đều 
Không gian Oxyz 
Kinh tuyến 


` M 
Mặt cầu 
ếp hình đa diện 
p hình đa diện 
Mặt nón tròn xoay 
Mặt phẳng kính 
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